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Resumo

A modelagem e simulacgao é fundamental para a Engenharia Quimica. Podemos por meio dela
realizar estudos importantissimos relacionados a dindmica de sistemas. Os modelos
matematicos, se desenvolvidos de forma correta e consistentes, podem substituir uma planta
quimica e permitir a realizagdo de ensaios computacionais que tragam informacdes relevantes
do processo. No atual cenario em que a industria (ndo somente a quimica, mas todas as areas)
se encontra em decorréncia da transformacdo industrial (Inddstria 4.0) a modelagem e
simulagdo terd um papel importantissimo no desenvolvimento de sistemas baseados em
modelos. Esta coletinea de notas de aulas é um auxilio para o ensino de modelagem e
simulacgo.
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Capitulo 1

Introducao a modelagem e
simulagao de processos

modelagem e a simulacdo sdo uma arte e néo sdo engessadas.

Neste Capitulo inicial é apresentado os conceitos basicos de

modelagem matemética, os elementos bésico existentes na
modelagem, forma de constru¢do dos modelos, tipos de modelos e suas
classificacGes. Neste capitulo iremos entender que um modelo mateméatico
nunca pode substituir observacdes e experimentos, é uma ferramenta
complementar.

Uma nova tendéncia para a realizagio de processos integrados (sistemas caracterizados
pela diversidade de massa e energia), visando a contencao de despesas, vem sendo introduzida
na indudstria quimica, Figura 1.1 (Luyben, 1996). Assim, para que haja uma validagdo da
integridade do projeto e sua operabilidade pratica, ha a necessidade de se realizar a simulagao
em toda a planta utilizando modelos matematicos rigorosos que descrevem a dindmica de cada

Pprocesso.
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Figura 1. 1 — Diagrama de processo de uma planta quimica tipica

A modelagem de processos nao é uma ciéncia “engessada” existindo apenas uma
maneira correta de ser praticada, mas também nao é nao estruturada a ponto de ser praticada
de qualquer jeito. Existem técnicas envolvidas na modelagem, e o procedimento de
desenvolvimento de modelos, mesmo que néo rigido, deve ser sistematico se quisermos obter
sucesso e eficiéncia dos modelos (Luyben,1996).

O resultado mais importante do desenvolvimento de um modelo matemético que
representa um sistema é a compreensdo que se adquire do que realmente faz o processo
funcionar. Os modelos matematicos podem ser uteis em todas as fases da engenharia, desde
pesquisa e desenvolvimento até operacdes de plantas e em estudos econémicos e de negécios.
Portanto, o principal uso do modelo matematico e atuar como um substituto para o sistema
fisico, tornando possivel investigar a resposta do sistema sob varias condi¢des de entrada de
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forma rapida e barata sem a necessidade de altera o sistema fisico (Ogunnaike, 1994; Luyben,
1996). Isto ndo significa a eliminacdo da necessidade de testes na planta, pois os testes sao
fundamentais para a validacdo do modelo, ou seja, os modelos e simulagdo nunca podem
substituir observagdes e experimentos, mas sdo complemento util e importante.

1.1 Conceitos e definicdes de modelagem

Modelagem e simulagio podem ser definidas como uma disciplina na qual se desenvolve
a compreensdo do comportamento das partes de um sistema e do sistema como um todo.
Modelagem e simulacdo sao uma arte, e como toda arte a pratica é fundamental (Jana, 2011).
Podemos entender de pintura lendo livros e conversando com pintores, porém para se alcancar
habilidade e talento no desenvolvimento de modelos e na realizacdo das simulagdes é
necessario praticar a constru¢ao de modelos e simulagdo e analise desses modelos.

Quando desenvolvemos (criamos) um modelo matematico temos a ideia de que ele
represente e possa responder algumas questdes sobre o sistema estudado sem a necessidade
de realizarmos testes experimentais.

Na modelagem matematica, o modelo matematico é a parte fundamental. Mas o que é
um modelo matematico? Temos diversas defini¢des de modelos matematicos na literatura,
porém notaremos que todas as definicées irdo enfatizar que um modelo (de forma geral) é a
representacdo de um sistema ou objeto. Eykhoff (1974) defini um modelo mateméatico como
sendo a representacio do comportamento de um sistema existente (ou sistema a ser
construido) em uma forma utilizavel.

Como nosso foco é a determinacdo de modelos de processos podemos definir modelo,
segundo Bequette (1998), como: Comjunto de equagdes que nos permite prever o
comportamento de um processo quimico. Sendo pragmatico um modelo matematico é apenas
uma representacio aproximada de um processo real. A complexidade de um modelo
matematico dependera do uso final, se apenas for necessaria uma resposta aproximada
podemos utilizar um modelo simplificado do processo (Bequette, 1998).

Outro ponto importante é conhecer os elementos presentes na modelagem e simulagao.
Os conceitos basicos presentes no processo de modelagem e simula¢do podem ser observados
na Figura 1.2.

CONCEITOS BASICOS
1 PROCESSO

reatores, trocadores de caor, coluna de destilacao

MODELO MATEMATICO
descricao matematica do processo

BASES DOS MODELOS

conservacgao de massa, de energia e movimento

AREAS DE CONHECIMENTO

transferéncia de calor e massa, cinética, termodinamica
ELEMENTOS BASICOS DA MODELAGEM

Figura 1. 2 — Conceitos basicos presentes na modelagem e simulagéo de processos

O processo é o agrupamento de unidades de operacdo. O modelo é a representagio
matematica do processo. As bases para os modelos matematicos sao as leis fundamentais da
fisica e da quimica, tais como leis da conservacdo de massa, de energia e quantidade de
movimento e conceitos de equilibrio quimico e termodinamico. As areas de conhecimento
béasico incluem escoamento de fluidos, transferéncia de massa, transferéncia de calor, cinética,
termodinamica e controle e otimizacdo de processos. Os elementos basicos da modelagem
envolvem etapas para a formulacdo do modelo (Ogunnaike, 1994; Luyben. 1996; Bequette,
1998).
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A seguir sdo detalhados os elementos basicos da modelagem e simulacdo. Esses
elementos devem estar presentes no processo de modelagem para que o modelo desenvolvido
tenha o melhor desempenho possivel (Luyben, 1996; Ogunnaike, 1994).

e Descrigio do processo e defini¢do do problema: Conhecimento dos fendmenos
que envolvem o processo e 0 que se deseja conhecer de suas causas e efeitos.
Pode-se considerar a parte mais importante para a analise de um processo.

o Teoria e aplicagdo das leis fundamentais: Apds descrever o processo e entendé-
lo deve-se aplicar a teoria que governa os seus fenémenos.

e Equacionamento: representar matematicamente as teorias que descrevem o
processo estudado.

e Considerages: Nesta etapa a sensibilidade do engenheiro quimico é
fundamental para julgar as consideragdes a serem feitas. Lembrando que,
modelos complexos podem resultar em dificuldade no momento de se resolver
e analisar os resultados, ou seja, a complexibilidade do processo esta
diretamente ligada aos esforgos e custos computacionais para sua resolucdo. As
consideragdes devem ser analisadas cuidadosamente de forma que qualquer
termo omitido no desenvolvimento do modelo é de fato insignificante. Como
resultado das considera¢des temos um conjunto de equacdes matematicas
menos complexo e necessitando menos esfor¢co computacional para resolvé-lo.

e Consisténcia: Este elemento nada mais é que a checagem do numero de
equacoOes e o numero de variaveis a determinar. Se o nimero de equagdes é
igual ao numero de varidveis o sistema é consistente. Caso o nimero de
equagdes e variaveis a determinar forem diferentes, implicara que o sistema
esta sub especificado ou sobre especificado e as vezes com a formulagao errada.
Outro ponto importante é a consisténcia das unidades de medidas de todos os
termos envolvidos nas equagdes.

e Matematica e computagdo: A natureza das equagbes do modelo é que
determina o método para a obtencdo da solugdo a ser selecionado, seja ele
analitico ou numérico. Exemplo: um modelo dindmico que resulta em um EDO
de primeira ordem como condi¢io inicial podera ser resolvido pelo método de
Runge-kutta de 4* Odem. Na Figura 1.3 podemos observar um sistema
algébrico-diferencial contendo os métodos de maior interesse de acordo com
sua categoria.

e Solucdo e validagdo: Ultima fase do desenvolvimento de modelos de um
processo é o estudo e verificacdo das soluges obtidas dos modelos matematicos
através de comparacdes com dados experimentais.

O entendimento de algumas defini¢cées é de fundamental importancia para o
desenvolvimento de um modelo matematico conciso. A seguir sdo apresentadas algumas
definicdes.

e Equacdo: expressdo matematica relacionando as variaveis.

e Variavel: simbolo matematico que representa a grandeza

e Variavel de estado: descreve o comportamento do processo. E a variavel que
surge naturalmente no termo de acimulo do balango material ou balango de
energia e é uma quantidade mensuravel (pelo menos conceitualmente) que
indica o estado do sistema. Por exemplo, a temperatura é uma variavel de
estado que surge do balango de energia dindmico (Bequette, 1998).

e Variavel de entrada: é uma variavel que normalmente deve ser especificada
antes que um problema possa ser resolvido. Essas entradas sdo especificadas
com base no conhecimento do processo considerado. Por exemplo, fluxos de
entrada e saida do processo, composicdo e temperatura na entrada do sistema,
dentre outras. E a variavel que sofrera modificacio durante a operaciio e
mudara o estado estacionario do sistema dindmico (Bequette, 1998).

e Parimetros: um parametro é normalmente um valor de propriedade fisica ou
quimica que deve ser especificado ou conhecido para resolver
matematicamente um problema. Exemplos, densidade. viscosidade,
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condutividade térmica, coeficiente de transferéncia de calor e coeficiente de
transferéncia de massa (Bequette, 1998).

e Forca motriz: varidvel gerada por uma funcdo conhecida ou imposta ao
processo (existe somente em simulacdo dindmica). Exemplo, em um sistema de
tanques em série a vazdo de entrada no primeiro tanque provocara uma
mudanga na dindmica de todos os tanques que compde o processo, logo a vaziao
de entrada é a for¢a motriz do sistema.

e Condigdo inicial: estado inicial do processo.

e Condi¢do de contorno: delimitagdo do processo (restricdes nas variaveis
espaciais)

e Grau de liberdade: Para simular um processo, devemos primeiro garantir que
as equacdes do modelo constituem um conjunto de rela¢des solucionavel. Ou
seja, as variaveis de saida podem ser resolvidas em termos das variaveis de
entrada. Para que o modelo tenha uma solugéo unica, o nimero de variaveis
desconhecidas deve ser igual ao nimero de equacdes do modelo independente
(Ogunnaike, 1994). Np = Ny — N, sendo: Np — grau de liberdade, Nv —
numero de variaveis independentes do processo, Ng — nimero de equagdes
independentes do processo.

Sistema Algébrico-Diferencial

{2 fatoragdio NAO LINEARES
LC CHOLESK, LDU, LU, GR, WZ NEWTON-RAPHSON,

E A j métodos iterativos CONTINUACAO,
2 JACOBI, GAUSS-SEIDEL, SOR, SUBSTITUICAO
—1 ADI, MINIMIZAGAO
¢) problema de valor inicial (PVI) @) discretizacdo
s EULER, RUNGE-KUTTA, EXTRAPOLACAO, Z RESULTANDO EM EA
O STEFESON, RELAXACAO, CONTINUACAO, - analisar o tipo de
‘< PREDICAO-CORREAO ) equagio algébrica
Z problema de valor de controno (PVC) (L RESULTANDO EM EDO
[ SHOOTING, MULTISHOOTING, DIFERENCAS < analisar o tipo de
LC FINITAS, ELEMENTOS FINITOS, VOLUME FINITO, equacao diferencial
O COLOCAGAO ORTOGONAL o ordinaria

EA: Equagdes Algébricas | ED: Equagdes Diferenciais

Figura 1. 3 - Sistema de Equagdes Algébrico -Diferenciais contendo os métodos de maior interesse na
resolugio de modelos matematicos

1.2 Construcio e classificacdo dos modelos matematicos

Quando estamos construindo um modelo matematico podemos levar em conta os
fendmenos fisico e quimicos do sistema ou de forma empirica, assim pode-se dizer que existem
dois tipos basicos de constru¢do de um modelo matematico (Luyben, 1996; Bequette, 1998):

1. Modelagem fisica ou fenomenoldgica: que o fundamento é dividir o sistema em
subsistemas que possuem comportamentos conhecidos aplicando as leis
fundamentais da engenharia quimica balanco de massa, de energia e de quantidade
de movimento.

2. Identificagao: que se baseia na utilizacdo de observagdes (empirico) visando
adequar as propriedades do modelo para o sistema.

Os modelos matematicos sdo desenvolvidos para diferentes tipos de sistema que podem
apresentar diferentes caracteristicas. Alguns sistemas podem ser tratados de forma
quantitativa e neste caso as varidveis sdo quantificiveis e as rela¢oes entre elas podem ser
expressas analiticamente (Maya e Leonardi, 2014). Entender a classificagdo dos sistemas
facilitara o desenvolvimento dos modelos que os representam. A seguir é apresentado um
comparativo entre os sistemas existentes que nos auxiliard no entendimento e tomada de
decisdes quanto a solugao dos modelos.
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1.2.1 Sistemas de parametros concentrados x parametros distribuidos

Pardmetros de um sistema sio as grandezas que representam propriedades dos
elementos desse sistema. Por exemplo, em um sistema de rea¢do quimica a concentracdo de
um componente ou a constante da taxa de reacdo sdo parametros pertencentes a esse sistema.

Em sistemas de pardmetros concentrados as propriedades sdo descritas de forma
concentrada em pontos bem definidos do sistema, ou seja, as variagdes espaciais séo
desprezadas, as propriedades/estado do sistema sdo consideradas homogéneas em todo o
volume de controle e geram sistemas de equagdes diferenciais ordinarias. As variagdes estdo
concentradas em um variavel independente (Luyben, 1996; Bequette, 1998; Aguire, 2007;
Maya e Leonardi, 2014). Um exemplo de sistemas de pardmetros concentrados é um tanque
de aquecimento perfeitamente misturado (agitado), onde consideramos que a temperatura do
fluido é uniforme em todo o tanque e pode ser representado pela Eq. 1.1.

ar _F er _ 9
=y TN+ (Eq. 1. 1)

Sendo: T - temperatura do fluido, F - vazdo volumétrica, Ti — temperatura na entrada, Q - calor adicionado, p -

densidade do fluido, V - volume do tanque, Cp -calor especifico.

Ja nos sistemas de pardmetros distribuidos é consideracdo variagOes espaciais no
comportamento das variaveis dando origem a um sistema de equagoes diferenciais parciais.
Hé mais de uma variavel independente. Um exemplo de sistema de pardmetros distribuidos é
um trocador casco-tubo em contracorrente onde a temperatura do liquido varia ao longo do
comprimento do trocador e também com o tempo e sua representacio pode ser dada pela Eq.
1.2 (Luyben, 1996; Bequette, 1998; Aguire, 2007, Jana, 2011). O que temos que ter em mente é
que todo sistema real é distribuido. Sempre ha variagdes espaciais e quando essas varia¢des
sao muito pequenas, aproximamos a um sistema distribuido.

oT aT dU

Sendo: T - temperatura do fluido, v - velocidade do fluido, d - didmetro do tubo, U - coeficiente global de troca térmica,
p - densidade do fluido, Cp - calor especifico, A — area da secdo transversal do tubo, Tst — Temperatura no estado
estacionario.

1.2.2 Sistemas lineares x nao lineares

Os sistemas serdo considerados /ineares se a variavel dependente ou suas derivadas
aparecem apenas no 1° grau e os principios da homogeneidade e da superposicao sao
aplicaveis. De acordo com esses principios da superposi¢do, um sistema linear, deve satisfazer
as seguintes condi¢des (Luyben, 1996; Bequette, 1998; Aguire, 2007; Maya e Leonardi, 2014):

e Se ao perturbarmos um sistema com uma entrada u;(?) e a resposta for y;(t) ao
aplicarmos uma perturbacdo & vezes maior, ou seja, kxu;(t) a resposta devera ser
kxy(t) assim teremos: y(ku;)=ky(u;). Esse é o principio da homogeneidade.

e Searesposta a uma perturbacdo na entrada ul(t) for y1(t) e para outra perturbacdo
u2(t) for y2(t), entdo a resposta a soma das excitagoes, ul(t)+u2(t), sera igual a soma
das respostas y1(t)+y2(t). Matematicamente temos: y(u;+uz)=y(u;)+y(uz), sendo
este o principio da superposicio)

Os sistemas onde nao se aplica os principios da homogeneidade e da superposicao séo
considerados sistemas ndo lineares. Uma caracteristica importante que devemos levar em
consideragao quando tratamos da linearidade de um sistema é que todos os sistemas reais sao
nao lineares, porém podem se comportar como lineares dentro de um certo limite ou podemos
realizar a lineariza¢do e termos uma aproximacdo do sistema (este assunto veremos mais
tarde). Um exemplo de limite de linearidade é o de uma mola onde se aplica a Lei de Hook, ou
seja, a deformacdo é proporcional a forga aplicada. Contudo, se aplicarmos uma for¢a muito
grande a mola podera apresentar deformagdes permanente, deixado de ser linear (Maya e
Leonardi, 2014)

Um exemplo de representacdo de sistemas linear e ndo linear pode ser observado nas
Eq. 1.3 e 1.4, respectivamente. Na Eq. 1.3 temos a Lei de Hook e na Eq. 1.4 podemos verificar
como a é o comportamento do fluxo de liquidos que passam por uma valvula (principio de
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Bernoulli).
E, = kx (Eq. 1.3)
Sendo: Fe — forga elastica, k — constante elastica, x — deformagio eléstica
F = C,\AP (Eq. 1.4)

Sendo: F - vazdo volumétrica, Cv — constante da valvula, AP — variagéo de presséo no sistema
1.2.3 Sistemas continuo x discreto

Um sistema continuo é aquele onde a relacdo entre a variavel e o sinal de interesse é
descrita de forma continua no tempo. As equacdes diferenciais sao utilizadas com frequéncia
para descrever esta relacdo. Na préatica os sinais de interesse sdo comumente obtidos na forma
discreta no tempo. Assim, um sistema onde as relagdes da variavel e o sinal de interesse sdo
expressas diretamente em instantes de amostragem é denominado sistema discreto ou
amostrado (Ogunnaike, 1996; Luyben, 1996; Aguire, 2007). As Eq. 1.5 e 1.6 representam a
relacdo da concentragdo com o tempo em sistema quimico na forma continua e na forma
discreta, respectivamente.

dc
Ac _ c(t+At)—c(t) _
v ve—— ke(t) (Eq. 1.6)

Sendo: ¢ — concentragéo, k — constante da taxa de reac¢io, Ac - varia¢do de concentracio, At — variacio de tempo (taxa
de amostragem)

1.2.4 Sistemas estaticos x dinimicos

O sistema estdtico também conhecidos como estaciondrio ou invariante no tempo sao
sistemas cujo valor da variavel permanece constante no tempo e sdo expressos por equagdes
algébricas. Esses sistemas respondem de forma instantanea a uma perturbagéo e a resposta
ndo depende das condi¢bes anteriores. Sistema dindmico ou transiente tem como
caracteristica a variacdo das variaveis do processo o tempo. Sao expressos por equagdes
diferenciais e resposta depende das condicdes anteriores (Aguire, 2007). Um sistema de
armazenamento de liquido (tanque) pode ser representado tanto na forma transiente (Eq. 1.7)
quanto na forma estacionaria (Eq. 1.8).

dh
A= = Fy — Cpxy/h(t) (Eq. 1.7)
Fy—Cyxvh =0 (Eq. 1.8)

Sendo: h — nivel do tanque, A — area da sego transversal do tanque, Fo — vazdo volumétrica na entrada, Cv — constante
da valvula, x — abertura da valvula

1.2.5 Sistemas deterministicos x estocastico

Alguns modelos nao consideram a natureza aleatério dos fendmenos e nao envolvem
variaveis aleatorias em sua construgao. O modelo deterministico é aquele em que as variaveis
e parametros nao sao aleatorios. Este tipo de modelo relaciona de forma exata as variaveis
medidas sem levar em consideragio as incertezas do sistema. Em contrapartida, o modelo
estocastico lida com diversas fontes de incertezas e probabilidade (Aguire, 2007; Verna, 2015).
Assim, podemos dizer que o deterministico é explicavel e o estocastico inexplicavel
(Ogunnaike, 1994).

1.3 Aplicacbes de modelos matematicos na Engenharia
Quimica

A aplicagao dos modelos matematicos esta em todas as fases da Engenharia Quimica,
indo da pesquisa e desenvolvimento a operagao da planta. Os modelos matematicos sdo de
grande importancia para a compreensao do processo e visualizacao da relacdo cause-efeito e
estudo da dinAmica do sistema (Luyben, 1994; Bequette, 1998).

Na pesquisa e desenvolvimento, esta presente na determinacdo de mecanismos
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cinéticos e parametros a partir de dados de relagdo em laboratério e em planta piloto;
exploragao de diferentes condigdes de operagdo para estudos de otimizacio; auxilio nos
céalculos de scale-up; identificacdo de processos. Alguns exemplos dessas aplicagdes podem ser
observados nos trabalhos realizados por Pawlowsky e Howell (1973), Moreau et al. (2002) e
Alvarez et al. (2016).

Em projetos, permite a exploracdo do dimensionamento e arranjo de equipamentos de
processos para desempenho dindmico; estudo de varias partes do processo; célculo e
estratégias alternativas de controle; simulagdo de partida, parada e procedimento de
emergéncia, identificacdo de sistemas. Alguns estudos realizados por Mota et al. (2015),
Fonseca et al. (2016), Dantas et al. (2017), Franco et al. (2017), Aguiar et al. (2018),
Fonseca et al. (2018a) e Fonseca et al. (2018b), aplicam a modelagem para esses fins.

Em operagéo de plantas, podemos realizar reconciliagdo de problemas de controle e
processamento; partidas da planta e treinamento de operadores; estudos de efeitos de projeto
de expansido; otimizacdo da operagdo. Como por exemplo as aplicacdes realizadas por
Barg et al. (2000), Maia et al. (2018), Silva et al. (2019) e Carpio et al. (2021).

Como observado, a aplicacio de modelagem e simulacdo na Engenharia Quimica é
muito ampla e de importincia fundamental nos desenvolvimentos de novos processos ou
mesmo otimizacao e controle de processos ja existente.

11 I



Introducio a modelagem e simulagdo de processos

I 12



Modelagem e Simulagao

%

Analises
de processos

&

doi: 10.18540/jcecvl7iss4ppfrancoic2021-01

Capitulo 2

Ferramentas para resolucao
e analise de modelos
matematicos

étodos numéricos sio ferramentas fundamentais na resolucéo de
Mproblemas encontrados na pratica da engenharia. Neste capitulo
sera apresentado uma revisio dos principais métodos numéricos
utilizados na resolugdo de problemas envolvendo equagdes algébricas
lineares e ndo lineares, sistema de equagdes e solugdo de EDOs. Outro

ponto importante é a analise da rigidez do sistema a ser resolvido, pois o
método a ser utilizado depende da rigidez deste sistema.

O processo de resolugdo de um problema da engenharia tera influéncia das ferramentas
disponiveis (métodos matematicos). Dentre os métodos matematicos estdo os métodos
numéricos que sdo técnicas pelas quais os problemas matematicos sdo formulados de modo
que possam ser resolvidos com operacdes logicas e aritméticas. A solugdo de um problema
utilizando métodos numéricos serda um nuimero aproximado para esta solugdo (Gilat e
Subramaniam, 2008; Chapra, 2013).

Os métodos numéricos sdo ferramentas extremamente poderosas na resolucdo de
problemas de engenharia. Sdo capazes de lidar com grandes nimeros e equagdes lineares, nao
lineares e geometrias complicadas comumente encontradas na pratica da engenharia e que
nao sao facilmente resolvidas de forma analitica. Os métodos numéricos fornecem um vinculo
para o profissional da engenharia refor¢ar seu conhecimento da matematica e utilizar pacotes
comerciais disponiveis, porém o uso inteligente desses pacotes (programas) depende do

conhecimento da teoria basica dos métodos (Chapra, 2013).

2.1 Determinacao de Raizes
2.1.1 Método de Newton

O método de Newton consiste em determinar uma fungéo £{x) tal que (x*)=0, onde x*
é a raiz da equagdo (Ruggierro e Lopes, 1996; Chapra, 2013; Arenales e Darezzo, 2015). Assim,
temos o método descrito pela Eq. 2.1.

k41 _ kSR
X =x f’(xk)’k =0,1,2, (Eq. 2.1)

Sendo: xk*! — variavel calculada no instante k+1, f(x¥) - funcido que se deseja encontrar as raizes, {’(xk) - derivada
primeira da funcdo f(x¥).

Graficamente temos a linearizacdo da funcdo em torno da estimativa inicial
encontrando o préximo ponto que satisfaga a funcéo linearizada, Figura 2.1. A convergéncia
do método de Newton é quadratica, e é representada pela Eq. 2.2.

(Eq. 2.2)

Sendo: xk*1 — vari4vel calculada no instante k+1, xk — variavel calculada no instante k, x* - raiz da fungao (solugio)

ekt — x| < |k —x 2

Para verificar a convergéncia deve-se realizar a expansio de {x*)em torno da solucao
x”, obtendo a Eq. 2.3.

F(x9) = £G4+ £ ek = x7) + L8 (ke (5q. 23)
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Em seguida substitui-se a Eq. 2.3 na Eq. 2.1 considerando que x* seja proximo da

solugdo de modo que se pode fazer a aproximacio f'(x*) = f'(x*). Aplicando o médulo na

equacao resultante obtém-se

| X N fl ! (x*)
2f"(x*)

Sendo: xk+! — variavel calculada no instante k+1, xX - variavel calculada no instante k, x* - raiz da funcao (solucao), f’(x¥)

— derivada primeira da funcéo f(x¥), {”’(x¥) — derivada segunda da funcéo f(x¥)

|k — x*|® (Eq. 2.4)

k+1 _ *l

fl!(x*)
2f"(x*)

< p < 1 (p depende do método)

Onde |
A

\ 4
X

X X

Figura 2. 1 — Representagio grafica do Método de Newton

EXEMPLO 2.1 - APLICACAO DO METODO DE NEWTON

Em um reator CSTR a varia¢io da concentragio do reagente A pode ser descrita como:

Vddit = FCyy — FCy — kC?V. Utilizando o Método de Newton, determine o valor da

concentragdo do componente A quando o sistema atingir o estado estacionario (critério de
parada € = 10%). Dados: F = 2 (L s!); Coa = 0,7 (mol L'!); k = 1,25 (L mol ! s°1); V = 16,5 (L)

. . . . SR . 7 A .
Quando o sistema atingir o estado estacionario implicara que at 0. Assim:

0= FCOA —FCA —ijV :f(CA)
O Método de Newton sera aplicado diretamente da seguinte forma

_ f(Caq)
Catk+1) = Ca) — 7 (Caco)

Substituindo os valores fornecidos no problema na fungao f(Ca) temos:
f(Cy) =1,4—2Cy —20,625C% e f'(Cy) = —2 — 41,25C,
Com aproximagéo inicial Ca()=0,7 (mol L), para k=0:

1,4—2C4(0)=20,625C4 o) ~ 0373

Fazendo o mesmo procedimento para as proximas iteragoes k=1,2,..., obtemos os
resultados apresentados na Tabela 2.1.
Tabela 2. 1 — Resultados obtidos pelo método de Newton
Caw f(Cay) f'(Ca) Cage+1) £

0 0,700 -10,106 -30,875 0,373 0,327

1 0,373 -2,210 -17,373 0,245 0,127

3 0,218 -0,016 -10,990 0,217 0,001

||
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2.1.2 Método das Secantes ou Newton-Secante

Uma grande desvantagem apresentada pelo método de Newton é a necessidade da
obtencao da derivada da fun¢éo, £(x), que se deseja determinar a raiz. Essa desvantagem pode
ser contornada aproximando a derivada da fungdo pela diferenca a esquerda (Eq. 2.5)
(Ruggierro e Lopes, 1996; Gilat e Subramaniam, 2008; Chapra, 2013; Arenales e Darezzo,
2015).

kY _ Af|  _Af _ F(ER)-r ()
f (x ) = a ok =~ E = oK k—1 (Eq 2.5)

Substituindo a Eq. 2.5 na Eq. 2.1 (Método de Newton) obtemos o método das Secantes
representada pela Eq. 2.6.

-1

k+1 — k XX —
X = x f(x )W k= 1,2,3, (Eq 2.6)
Sendo: xk*! — variavel calculada no instante k+1, xk — variavel calculada no instante k, xk'1 — variavel calculada no

instante k-1, f(xk) — funcao calculada no instante k, f(xk!) — fungao calculada no instante k-1

Como a equagio da reta descrita pelo processo iterativo das Secantes é definida pela
passagem por dois pontos (Figura 2.2), para a inicializacdo das iteracoes sdo necessarios dois

pontos como aproximagdes (x° e x?).
A
Y
/
/
A
f(x) ./,
71
/
7 |
/ I
/o |
O
/! |
/// | |
7
e
7 7 I I
AW ' I
|
L7 v | Ly x
* 2 10 ”
X X X X

Figura 2. 2 — Representagio grafica do método das Secantes

Sendo o método das Secantes uma modificacao do método de Newton, as condigdes de
convergéncia sdo parecidas, acrescentando que o método pode divergir se f (xk) = f (xk_l).
A convergéncia é mais lenta que a quadratica do método de Newton e mais rapida que a linear
do método das Substitui¢oes Sucessivas (aqui ndo apresentado) e é representada pela Eq. 2.7,
onde 0 <p < 1.

K+l _ o Le18

k_x*

|x (Eq. 2.7)

EXEMPLO 2.2 - APLICACAO DO METODO DE NEWTON-SECANTE

Utilizando o Método de Newton-Secante, determine o valor da concentracao do
componente A, do exemplo 2.1, quando o sistema atingir o estado estacionario (critério de
parada € = 10°3).

Aplicando o Método de Newton-Secante, tem-se:

_ _ Cat)—Cak-1)
Catiern) = CAgoy = f(Ca) F(Cago)-f(Cage-1)

Com aproximagao inicial Ca(0)=0,7 (mol L) e Ca1y = 0,6 (mol L) para k=2:

= Ca)=Caw)  _
Caz) = CAqp) — f(Quﬂm = 0,349
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Fazendo o mesmo procedimento para as préximas itera¢des k=3,4,..., obtemos os
resultados apresentados na Tabela 2.2.

Tabela 2. 2 — Resultados obtidos pelo método de Newton-Secante

k Caw f(Caw) Ca+1) £
0 0,700 -10,106 _ _
1 0.600 -7.225 0.349 0.251
2 0.349 1.814 0.265 0.084
5 0.217 -0.008 0.217 0.001

2.1.3 Método da Posicao Falsa

O método da Posicdo Falsa também conhecido como Regula Falsi é um método onde se
obtém a solugdo de uma fungio, na forma #{x)=0, sabendo-se que a solucéo esta contida dentro
de um dado intervalo [a,b] e que neste intervalo #{x)é continua (Ruggierro e Lopes, 1996; Gilat
e Subramanian, 2008).

O método da Posicao Falsa pode ser representado graficamente pela Figura 2.3 e é uma
modifica¢do do método Newton-Secante. Essa modificac¢do consiste em aproximar a derivada
da fun¢io f{x)pela equacio das diferencas em relacdo a um ponto fixo (Eq. 2.8).

, _df| Af _ f(E)-f(x0)
f (xk) Taxlyk T Aax T xk—x0 (Eq. 2.8)

Substituindo a Eq. 2.8 no método de Newton (Eq. 2.1), obtemos o processo iterativo
representado pela Eq. 2.9.

k+1 _ k x*—x°
X = xk f(x )f(xk) oL Lk =1,2,3, (Eq. 2.9)

Sendo: xk*1 — variavel calculada no instante k+1, xk — variavel calculada no instante k, x° — aproximagio inicial (valor
fico), f(xk) — funcio calculada no instante k.

)

/4
A
i
|
|
|
!
\
|
|

Figura 2. 3 — Representagio grafica do método da Posigdo Falsa

EXEMPLO 2.3 - APLICACAO DO METODO DA POSICAO FALSA

Utilizando o Método da posi¢do falsa, determine o valor da concentragdo do
componente A, do exemplo 2.1, quando o sistema atingir o estado estacionario (critério de
parada € = 1073).

Aplicando o método da Posi¢ao Falsa obtém-se:

_ _ Ca—Ca©
Cage+n) = Cago) = f(Cay) Cato) 7 (Cae)

Com aproximagao inicial Ca()=0,7 (mol L) e Ca1y = 0,6 (mol L'!) para k=2:

= Can=Caw) _
Ca) = Caqr) — f(CA(l))m = 0,349

Fazendo o mesmo procedimento para as proximas iteragdes k=3,4,..., obtemos os
resultados apresentados na Tabela 2.3.
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Tabela 2. 3 — Resultados obtidos para o método da Posi¢io Falsa

k Cawo f(Ca) f(Cay) Ca+1) €
0 0.700 -10.106 — — —
1 0.600 -10.106 -7.225 0.349 0.251
2 0.349 -10.106 -1.814 0.273 0.077
7 0.219 -10.106 -0.029 0.218 0.001

2.1.3 Método da Bissecao

E um método no qual a solucfio de uma funcao na forma #x)=0é obtida dentro de um
intervalo [a,b] e sendo #{x) continua neste intervalo. O método da Bisse¢do tem como objetivo
reduzir a amplitude do intervalo onde se encontra a raiz da fungio x*de forma que a cada
iteracdo o intervalo encontrado é metade do intervalo anterior, Figura 2.4. O novo intervalo
torna-se o intervalo para a préxima iteragdo sendo o processo repetido até que a o critério de
parada seja satisfeito (Ruggierro e Lopes, 1996; Gilat e Subramaniam, 2008; Chapra, 2013;
Arenales e Darezzo, 2015).

A

Figura 2. 4 — Representacio grafica do método da Bissecio

O método da Bissegdo é uma forma simples de calcular x**! por meio de uma simples
média aritmética dos pontos xr e xr (Eq. 2.10)

ky ok
okH1 — xR;fo’k =123, (Eq. 2.10)

Sendo: xk*1 — variavel calculada no instante k+1, xik — valor a esquerda do intervalo de aproximagio instante k, xgk —
valor a direita do intervalo de aproximacio instante k.

Onde:
Lo k I k-1 k
k= se: sign (f(x )) = sign (f(xR )) - X
sendo — xk1
Xk = se:sign (f(xk)) = sign (f(xf_l)) - x*
sendo — xf1

Os pontos iniciais, xr’ e xi° devem satisfazer a condicio sign (f(x?))=

—sign (f(xg)) A fungio sign(f (x)) fornece o sinal da funcio #x).

2.2 Sistemas lineares de equacoes

As leis de conservagao de massa, energia e movimento fornecem muitas das equagoes
fundamentais da Engenharia. Muitas vezes o problema a ser resolvido envolvem diversas
varidveis dependentes dando origem a um sistema de equagdes algébricas. Resolver este
problema quando temos de duas a trés variaveis é simples e pode ser feita de forma manual
por meio de métodos matematicos como por exemplo a Regra de Cramer, porém se este
sistema apresentar mais de trés variaveis dependentes resolvé-lo desta forma se torna muito
complexa. Desta forma, recorremos aos métodos numéricos para solucao de sistemas lineares
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de equacoes algébricas. Esses métodos podem ser divididos em dois grupos: métodos diretos e
métodos indiretos (Ruggierro e Lopes, 1996; Gilat e Subramaniam, 2008; Chapra, 2013;
Arenales e Darezzo, 2015).

A resolugdo de um sistema linear consiste em calcular os valores de xi (i=1,...,n) que
satisfacio as m equacdes existentes simultaneamente. O sistema pode ser representado, em
notagdo matricial, pela Eq. 2.11 (Ruggierro e Lopes, 1996).

Ax =b (Eq. 2.11)
Sendo: A — matriz dos coeficientes, x — vetor das variaveis, b — vetor das constantes

Qi1 Qg2 ot Qip X1 by
Ondesa=| 20 T2 7 M) (o | B2

AGnm1 Am2 " Amn Xn by,

Segundo Ruggierro e Lopes (1996) e Gilat e Subramaniam (2008) os métodos diretos
sao aqueles que fornecem a solugdo exata do sistema linear (caso nio existisse erros de
arredondamento), apés um ntimero finito de operacdes; e os métodos iterativos geram uma
sequéncia de vetores {x}, a partir de uma aproximacio inicial x°. Em termos de uso, Arenales
e Darezzo (2015) observam que os métodos diretos devem ser utilizados quando a matriz dos
coeficientes do sistema for densa (apresenta poucos elementos ndo nulos) e o sistema for de
pequeno porte; e os métodos iterativos devem ser utilizados quando o sistema for de grande
porte e a matriz dos coeficientes for esparsa (apresenta muitos elementos nulos).

2.2.1 Método da eliminacdo de Gauss (direto)

O método da eliminagdo de Gauss tem o objetivo de reduzir a matriz A para uma
estrutura triangular superior ou inferior por meio de triangulagio (Eq. 2.12) ou diagonal a
partir do método de Gauss-Jordan (Eq. 2.13) (Ruggierro e Lopes, 1996).

k=1-,n—1 agj
. Clkj<——

j=k+1,-,n+ 1{ Ak (Eq. 2.12)
a

i=k+1,--,n ij € Qjj — Qi Agj

k=1n 0. o %

j=k+1,-,n+1 {"J ark (Eq. 2.13)
i=k+1,-,n(zk) % T %~ Lixlyj

Sendo: ajj — coeficientes da matriz aumentada 4 = [A b]

A solugdo utilizando o método de Gauss-Jordan é encontrada na (2+1)-ésima coluna da
matriz aumentada depois das operacdes de elimina¢do gaussiana. Ja para a triangulacdo ha a
necessidade de realizagdo de operages de substituigdo, Eq. 2.14, quando a matriz for
triangular inferior ou retro substitui¢do, Eq. 2.15, quando a matriz for triangular superior.

_ Qin41 _ 1 i-1 .
X, ==, % = —(ai,n+1 —2j=1 ai,jxj) comi=2,-,n (Eq. 2.14)
a1 Qi
Ann+1 _ 1 n P
In = =X = ;(ai,nn = Xjir1@%) comi=n—1,-,1 (Eq- 2.15)
n,n LL

O uso de técnicas de pivotamento é necessario para evitar divisdes por zero e garantir
a estabilidade numérica do algoritmo. As técnicas de pivotamento parcial® (Eq. 2.16) e
pivotamento total* (Eq, 2.17) podem ser representadas por:

PAx = Pb (Eq. 2.16)
PAQQ x =Pb (Eq. 2.17)

Sendo: P e Q — matrizes de permutacio

" Operacéo de trocas de linhas e/ou colunas para se obter uma matriz tendo na diagonal elementos com maior valor
absoluto;

 Efetuado apenas troca de linhas

* Efetuados trocas de linhas e colunas
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2.2.2 Método da Fatoracao LU (direto)

O processo de fatoragdo (ou decomposigdo) consiste em decompor a matriz A dos
coeficientes em um produto de dois ou mais fatores resolvendo em seguida uma sequéncia de
sistemas lineares que resultara na solugao do sistema original. A matriz A é decomposta em
uma matriz triangular inferior com diagonal unitaria, L, e uma matriz triangular superior U
(Eq. 2.18). No método de decomposicio LU, as opera¢des com a matriz A sdo feitas sem que o
vetor b seja utilizado ou alterado, sendo isso a vantagem do método, e a redugio das matrizes
é realizada pelo método de Doolittle (Eq. 2.19) (Ruggierro e Lopes, 1996; Gilat e Subramaniam,
2008; Chapra, 2013).

A=LU (Eq. 2.18)
k:l’...’n_l a.(_m

j:k+1,"-.n{ K apk (Eq. 2.19)
i=k+1,-,n\G%j < &j — QixQgj

Sendo: A — matriz dos coeficientes, L — matriz triangular inferior, U — matriz triangular superior, ajj — coeficientes da

matriz aumentada 4 = [A b]

Substituindo a decomposi¢ao LU (Eq. 2.18) na equacdo que representa o sistema na
forma matricial (Eq. 2.11) e definindo o produto Ux como representado na Eq. 2.20 obtemos a
Eq. 2.21 que representa a solugio do sistema original.

Ux=y (Eq. 2.20)
Ly=b»b (Eq. 2.21)

A solugio x é obtida resolvendo a Eq. 2.21 para encontrar y e em seguida a solugao é
substituida na Eq. 2.20.

2.2.3 Método de Gauss-Jacobi (iterativo)

O método de Gauss-Jacobi transforma o sistema linear Ax=b em x=Cx+g por meio
relacdo recursiva apresentada na Eq. 2.22 (Ruggierro e Lopes, 1996).

X = Cxk + g,k = 0,1,2, (Eq. 2.22)
Onde C=D''B, g=D''b ¢ B=D-A.
Sendo: ajj — Sendo D a diagonal da matriz A.

Por ser um método iterativo necessita de um valor inicial para cada uma das variaveis
dependentes do sistema {x1’, x2’, ..., xx’}. A estimativa posterior é realizada utilizando o valor
da estimativa inicial, ou seja, a (k+1)-ésima estimativa da solucdo é calculada a partir da k-
ésima estimativa conforme apresentado na Eq. 2.23 e a iteracdo continuara até que as
diferengas entre os valores obtidos nas iteragGes sucessivas sejam pequenas, ou seja, atinge o
critério de parada € (Eq. 2.24) (Gilat e Subramaniam, 2008).

xftl = ai” b; — < j:rll al-jx}‘>],i =12,,n (Eq. 2.23)
j#i
T <ég (Eq. 2.24)

Sendo: € - critério de parada

2.2.4 Método de Gauss-Seidel (iterativo)

O método de Gauss-Seidel é o método iterativo mais utilizado na resolugio de sistemas
de equacdes algébricas. Da mesma forma que o método de Gauss-Jacobi, o sistema linear (Eq.
2.11) é escrito equivalentemente a Eq. 2.22 por separacdo da diagonal e sdo assumidos valores
iniciais para as variaveis dependentes {x2°, x3°, ..., xa% (exceto x1). A Eq. 2.25 representa as
estimativas posteriores e a interrupgao das iteracdes se dara da mesma forma que o método
de Gauss-Jacobi (Eq. 2.24) (Ruggierro e Lopes, 1996; Gilat e Subramaniam, 2008; Chapra,
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k+1 _
! a11[ Z] 2 41j%j ]

k+1 _ j=i-1 k+1 k .
i au (Z a1jXj +2] i+1 A j%; )]l =23,--,n—1 (Eq.225)
x’,f“ _ ZJ =n-— 1an] ]k+1]

2.3 Sistemas nao-lineares de equagoes
2.3.1 Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson é o método mais utilizado para a resolucdo de sistema
de equacdes nao-lineares. Este método é uma extensao do método utilizado para resolver uma
unica equagdo (se¢do 2.1.1) sendo a derivada da fun¢io f{x) substituida pela matriz Jacobiana,
J(x). A matriz J(x) é representada pelas derivadas parciais de f{x) em relagio a x. O método de
newton-Raphson resultara em um sistema linear que é represento pela Eq. 2.26 e pode ser
resolvido por métodos diretos ou iterativos (Ruggierro e Lopes, 1996; Gilat e Subramaniam
2008).

kL = ok [](xk)]_lf(xk),k =012, (Eq. 2.26)

Onde J;; (xk) = (xk)

Sendo: J(xX) — matriz Jacobiana calculada no instante k

2.3.2 Método de Newton-Raphson modificado

Uma modificacdo realizada no método de Newton-Raphson é manter a matriz J(x)fixa.
Desta forma, a matriz Jacobiana é avaliada apenas uma vez, e para todo k, o sistema tera a
mesma matriz de coeficiente J(x°) como pode ser observado na Eq. 2.27 (Ruggierro e Lopes
1996).

xk+l =k _ a[](xo)]_lf(xk),k =0,1,2, (Eq. 2.27)
Sendo: J(x°) — matriz Jacobiana calculada em um ponto fixo

O parametro o é usado para compensar o fato da matriz Jacobiana ser mantida fixa e
tera seu valor compreendido entre 0 < a < 1.

2.4 Equacoes diferenciais ordinarias

Ao contrario do estudo de sistema em estado estacionario onde temos equagdes
algébricas a serem resolvidas, quando desenvolvemos modelos dindmicos de sistemas temos
como resultado ao combinarmos as leis de continuidade de massa, energia e movimento como
equagdes diferenciais. Quando a equagao diferencial resultante possui apenas uma variavel
dependente termos uma EDO — equacéo diferencial ordinaria. Se a EDO for de primeira ordem
teremos um problema de valor inicial (PVI) para ser resolvido e caso a EDO for de segunda
ordem ou de ordem superior temos um problema de valor de contorno (PVC). Dentre os tipos
de métodos existente para a resolu¢do de EDO’s temos os métodos explicitos e os métodos
implicitos (Ruggierro e Lopes, 1996; Gilat e Subramaniam, 2008; Chapra, 2013).

Nos métodos explicitos o valor da variadvel dependente, y; em um instante k é calculado
é calculado utilizando seu valor no instante anterior conforme observado na Eq. 2.28.

Vi1 = f (X X1, Vi) (Eq. 2.28)

Sendo: yk+1 — variavel dependente calculada no instante k+1, yk — variavel dependente no instante k, xx — variavel
independente no instante k, xk+1 - variavel independente no instante k+1

J& nos métodos implicitos, o valor da variavel dependente em um instante k é calculado
utilizando seu valor no mesmo instante como apresentado na Eq. 2.29.

Vi+1 = [ (X X1, Yier1) (Eq. 2.29)

Sendo: yk+1 — variavel dependente calculada no instante k+1, xk — variavel independente no instante k, xk.1 — variavel
independente no instante k+1
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2.4.1 Método de Euler

O método de Euler é o mais simples dos métodos de solucdo de uma EDO de primeira
ordem é baseado em série de Taylor e pode ser formulado de forma explicita ou implicita. O
método consiste em calcular y’(xo)=f(x0,yo) conhecendo x0 e yo=y(xo) assim, a reta que passa
por (xo,y0) com coeficiente angular y’(xo) é conhecida. Uma hipdtese adota no método de Euler
é que se tivermos uma distincia h pequena na vizinhanca de (xx,yx), a fungio y(x) tem uma
inclinagio constante e igual a inclinagdo da reta que passa por (xk,yk). A partir dessa hipdtese
podemos calcular o préximo ponto da solu¢do (xk:1,yk+1) utilizando a Eq. 2.30 e a Eq. 2.31.
(Ruggierro e Lopes, 1996; Gilat e Subramaniam, 2008; Arenales e Darezzo, 2015).

Xk+1 = Xk +h (Eq 230)
Yiev1 = Vi + f O, Yidh (Eq. 2.31)

Sendo: yk+1 — variavel dependente calculada no instante k+1, xk+1 — variavel independente no instante k+1, xx — variavel
independente no instante k, yk — variavel dependente no instante k, h - passo de integracio.

EXEMPLO 2.4 - APLICACAO DO METODO DE EULER

Considere o reator descrito no exemplo 2.1. Utilizando o Método de Euler resolva a
EDO que representa o modelo dindmico do sistema com valor inicial Coa para 8 s com passo
de integragao h=0,5.

A variagao do componente A, ja substituido os valores dos parametros é descrita por:

daca _

2
—4 = 0,085 — 0,121Ca () — 1,25C5)

Com valor inicial Ca()=0,7 (mol L) aplicando o método de Euler em k=1, tem-se:
Cace) = Cage—1) + Pf (tk—1), Cack-1))
Caq1) = Caqoy + h(0,085 — 0,121C4() — 1,25C5y)) = 0,394

Fazendo o mesmo procedimento para as préximas iteragoes k=2,3,..., obtemos os
resultados apresentados na Tabela 2.4.

Tabela 2. 4 - Resultados obtidos para o método de Euler

k to Cawy f(tao, Cago) Cager1)
0 0.0 0.700 0.612 0.394

1 0.5 0.394 0.157 0.316

16 8.0 0.217 0.000 _

Os resultados obtidos na resolugdo pelo método de Euler dependem do passo de
integracao h. Na Figura 2.5 podemos observar essa influéncia na resposta.

07 T T T T T T T
——h=1.0 (8 iteragdes)
0.65 ——h=0.5 (16 iteragdes) []
——h=0.1 (80 iteragdes)

tempo (s)

Figura 2. 5 — Influéncia do passo de integrac¢io na resposta do método de Euler u
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2.4.2 Método de Runge-Kutta de 4* Ordem

Os métodos de Runge-Kutta (RK) sdo os métodos numéricos mais utilizados para
calcular a solucdo aproximada de um PVI pelo fato de serem simples e apresentarem bom
desempenho. Os métodos de RK alcancam a acuracia existente nos métodos por série de
Taylor eliminando seu maior defeito que é o calculo de derivadas de ordem superior. De forma
geral esses métodos sdo escritos conforme a Eq. 2.32 (Ruggierro e Lopes, 1996; Gilat e
Subramaniam, 2008; Chapra, 2013; Arenales e Darezzo, 2015).

Yiv1 =Yi + ¢h (Eq. 2.32)

Sendo: yir1 — variavel dependente calculada no instante i+1, yi — variavel dependente no instante i, ¢ - inclinagéo da
reta aproximada

Existem diferentes tipos de métodos de RK e estes sdo classificados de acordo com o
numero de pontos usados em um subintervalo para determinar o valor da inclinagao ¢ da Eq.
2.32. O método de Runge-Kutta de segunda ordem utiliza dois pontos para calcula a inclinagéo,
o de terceira ordem trés utilizam pontos e o de n-esima ordem utilizam n pontos. Os métodos
de RK sdo geralmente precisos e a precisio aumenta a medida que a ordem do método
aumenta e o mais utilizado é o de quarta ordem e sua forma geral é dada pelas Eq. 2.33-2.37
(Gilat e Subramaniam, 2008; Chapra, 2013).

1
Vit1 =Yi + g(kl(i) + Zkz(i) + 2k3(i) + k4(i))h (Eq. 2.33)
Onde os coeficientes de Runge-Kutta sdo descritos como:
ki = f O yi) (Eq. 2.34)
1 1
ko = f (xi tshyi+3 kl(i)h) (Eq. 2.35)
1 1
ks = f (xi +ohyi+3 kZ(i)h) (Eq. 2.36)
ki = f(x;i + Ry + kayh) (Eq. 2.37)

Sendo: yi«1 — variavel dependente calculada no instante i+1, yi — variavel dependente no instante i, kj-1,.. .4 () — constantes
de Runge-Kutta calculadas no instante i, h - passo de integracao.

EXEMPLO 2.5 - APLICACAO DO METODO DE RUNGE-KUTTA DE 4 ORDEM

Considere o reator descrito no exemplo 2.1. Utilizando o Método de Runge-Kutta de 4
Ordem resolva a EDO que representa o modelo dindmico do sistema com valor inicial Coa
para 8 s com passo de integragao h=0,1.

A variagao do componente A, ja substituido os valores dos pardmetros é descrita por:
dCy _ 2
— = 0,085 —0,121C4 () — 1,25C) )

Com valor inicial Ca(0)=0,7 (mol L) e h=1, aplicando o método de Euler em i=0, tem-
se:

h h 2

ka(o) = 0085 = 0,121 (G40 + 3 1) = 125 (Cawy + 3 Ha0)) = —0.157
h h 2

kst = 0,085 = 0,121 (Cao) + 5 ka(0)) — 125 (Cacoy + 3 ko)) = —0473

ka(oy = 0,085 — 0,121(Cy(0) + hkg(o)) —1,25(Ca00) + hkg,(o))2 =—0,007

Assim, tem-se:
h
CA(I) = CA(O) + g (kl(o) + Zkz(o) + 2k3(0) + k4(0)) = 0,34‘8

Fazendo o mesmo procedimento para as proximas iteragdes k=1,2,..., obtemos os
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resultados apresentados na Tabela 2.5.

Tabela 2. 5 — Resultados obtidos para o método de Runge-Kutta de 4* Ordem

i 10 Caw) k1w ka2 k3w ki) Cai+n
0 0 0.700 -0.612 -0.157 -0.473 -0.007 0.387
1 1 0.387 -0.149 -0.075 -0.110 -0.044 0.293
2 2 0.293 -0.058 -0.034 -0.044 -0.023 0.254
8 8 0.218 -0.001 -0.001 -0.001 0.000 0.217
|

2.5 Rigidez ou stiffness de equagdes diferenciais

Alguns sistemas dindmicos na engenharia envolvem fenémenos fisicos que apresentam
escalas espaciais e temporais completamente diferentes. Essa caracteristica influéncia na
estabilidade da EDO que representa o sistema e é conhecida como rigidez. Em resumo, um
sistema rigido é aquele envolvendo componentes que apresentam variagbes rapidas
juntamente com variagOes lentas. A rigidez pode ocorrer tanto em EDO’s individuais quanto
em sistemas de EDO’s (Gilat e Subramaniam, 2008; Rice e Do, 2012; Chapra, 2013)

EXEMPLO 2.6 - SISTEMA DE EDO’S RIGIDO

Considere os reatores CSTR em série e isotérmicos (Figura 2.6) onde ocorre uma reagéo
irreversivel de primeira em fase liquida do tipo A->B (Fogler, 2002). A dinimica da
composi¢do do reagente A, nos dois reatores, é dado por:

dc
Al = Q[Co - CAl(t)] - kCAl(t)Vl

CSTR-01: V; =

CSTR-02: V2 d?Z = q[CAl(t) - CAZ(t)] — kCAZ(t)VZ

Vi g, Caz

CSTR-0L l

V2 q, Caz

CSTR-02
Figura 2. 6 — Reatores CSTR isotérmicos em série

Considerando que no inicio temos Ca1(0)=Caz(0)=0 e que o instante t=0 o primeiro reator

é alimento com uma Concentragéo Co. Adotando as variaveis adimensionais T = v V= CL:
Y, = CC/:)Z V1 eDa = T temos:

CSTR-01: 22 = [1 = y, )] — Days g com yio

CSTR-02: r— = [3’1(r) - }’2(1)] —rDay; ) com yzx)=0

Considerando: Da=0,01 e r=100 (isto é, o reator 2 tem um volume 100 vezes maior que
o reator 1) obtemos:

CSTR-01: == =1 — 1,01y, () com y1(x)=0

CSTR-02: 100% = Y1(r) — 2Y2(z) com ya)=0
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A solugiao analitica do sistema é dada por

1—e—L01t 1—g—0,02t

Yiw) = o1 Y2 =

e—101t_5—0,02t

2,02 99,99

A Figura 2.7 representa a resposta do sistema dindmico. Podemos observar que na
Figura 2.7a que a concentracdo do componente A no primeiro reator varia muito mais
rapidamente no segundo reator. A concentracdo no primeiro reator atinge o estado
estacionario em aproximadamente t=5, enquanto no segundo reator o estado estacionario se
da em aproximadamente t=200. Essa diferenca acentuada da velocidade de resposta entre as
duas variaveis é chamada de rigidez do sistema, ou seja, o sistema de EDQO’s é chamado de

rigido.
a b
1 () 0.5 ' (b)
—y,(7)
08} _YZ(T) ) 0.4
0.6 1 0.3
O &
> >
0.4} 1 0.2
0.2} 1 0.1
0 0
0 2 4 6 8 10 0 50 100 150 200
T T
Figura 2. 7 — Resposta dindmica do sistema de reatores CSTR em série u

Uma forma de verificar a rigidez de um sistema linear de EDO’s, na forma da Eq. 2.37,
sem a necessidade da solucdo analitica é realizar o calculo da razdo de rigidez ou stiffness ratio

(SR) por meio dos autovalores do sistema, Aj, a partir da Eq. 2.38 (Lambert, 1991; Finlayson
2003; Rice e Do, 2012).

L tavu=8 (Eq. 2.37)
SR = % (Eq. 2.38)

Sendo: U - vetor das variaveis de estado, A — matriz dos coeficientes do sistema, B - vetor das constantes, SR - grau de
rigidez, A - autovalor do sistema.

se SR = 20,nédo rigido
Sendo: { se 20 < SR < 103,rigido
se 103 < SR < 10°,muito rigido

Os autovalores podem ser determinados aplicando a Eq. 2.38 no sistema de EDO’s, onde
I é uma matriz identidade.

det(A — AI) = 0 (Eq. 2.39)
EXEMPLO 2.7 - DETERMINACAO DA RIGIDEZ DE UM SISTEMA

d
% = —c1x1(t) + cx,(t) + dy
Para o sistema linear de EDO’s dx, , determine
e 121 () — €22 (t) — c3x,(t) — d;

a rigidez do sistema calculando o Grau de Rigidez (SR).

Reescrevendo o sistema na forma da Eq. 2.37, obtemos:

dx

d—tl + 121 (t) — cx,(t) =d;

dx

d—tz —¢1x1(8) + (2 + ¢3)x2(t) = —d;
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Sendo: U = [;C;]’A = [—Czl (62_5203)] eB = [—déz]

Calculando os autovalores do sistema com a Eq. 2.39, teremos:

dee( e, e renl =2l =002, o) -al) =0

Resolvendo o determinante obtemos: A% + (¢; + ¢, + ¢3)A + ¢;¢c3 = 0. Onde as raizes

¢, Jc?—4cyc
=gt
sistema sera determinada pela Eq. 2.38 e dependera dos valores dos coeficientes c1, cze c;. B

EXEMPLO 2.8 - CALCULO DO GRAU DE RIGIDEZ (SR) DE UM SISTEMA

,com € = ¢q + ¢ + ¢3, sdo os autovalores do sistema. A rigidez do

Considere o sistema composto pelos dois reatores CSTR em série apresentado no
exemplo 2.6 e representado por:

CSTR-01: 22 =1-1 01y, () com yi1()=0

CSTR-02: 100% = Y1) — 2Y2(r) COM Y2(0)=0

Para o sistema calcule o Grau de Rigidez e determine se o sistema é rigido.

Reescrevendo o sistema na forma Z—Z + AU = B teremos:
d
yl 2+ 1,01y = 1

dy _
T 010 T 15 Y20 = 0

100 100

oneu=Pila=|0 2]en=[l]

Aplicando a Eq. 2.39 Obteremos:

([ 1,01 0 [ ) ({(1,01 - 1) 0 D
det 1 -1 = 0 ou det 1 2 =0.
“To ool 101 o (e

A resolu¢io do determinante fornece o seguinte polinémio: A2 —1,031+0,0202 =0
que possui as raizes A1=1,01 e A2=0,02. Assim a razdo de rigidez sera determinada por:

[Amax] __ 1,01
[Aminl 0,02

SR = = 50,5 o que caracteriza um sistema rigido. u

2.6 Linearizacdo de modelos

Muitos processos quimicos dindmicos sdo modelados por um conjunto de equagdes
diferenciais ndo lineares de primeira ordem que geralmente surgem do balanco de massa e
energia. A nao linearidade pode estar presente por exemplo em: um modelo de um CSTR néao
isotérmico onde ha a dependéncia exponencial da taxa de reacdo com a temperatura, no
comportamento do pH com a vazao de acido e base e em colunas de destilacdo onde as
respostas assimétricas do destilado e da composi¢io de fundo, em funcdo da vazdo de
alimentagéo, estdo presentes (Luyben, 1996; Bequette, 1998; Seborg et al., 2011).

Muitas vezes ha interesse de realizar alguns tipos de estudos que necessitam que os
modelos estudados sejam lineares, por exemplo, analise de estabilidade ou desenvolvimento
de controladores. Além disso, trabalhar com sistemas lineares é muito mais simples e facil
podendo aplicar o principio da superposi¢ao tornando possivel analisar individualmente o
efeito de cada varidvel de entrada e saida, sobrepondo posteriormente seus efeitos (Garcia

Uma aproximagdo linear de um modelo estacionario sempre ira representar o modelo
real de forma mais exata perto do ponto de linearizagdo. Essa afirmacgdo também é verdadeira
quando estamos tratando de modelos dindmicos. Porém, uma observacdo importante deve ser
levada em consideracdo. Quando temos grandes mudancas nas condigdes operacionais de um
processo linear ndo teremos uma resposta satisfatoria da aproximacdo. A lineariza¢do é um
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procedimento que consiste na aproximag¢ao de um sistema néo linear ao comportamento linear
(Stephanopoulos, 1990; Seborg et al, 2011).

Uma das técnicas de linearizacdo baseia-se no método de expansio de uma func¢do em
Série de Taylor proximo a um ponto de linearizacdo (Stephanopoulos, 1990; Luyben, 1996;
Luyben e Luyben, 1997; Seborg et al., 2011). Considerando a equagéo diferencial representada
na forma da Eq. 2.40

2= f) (Eq. 2.40)

Onde f(x) é uma funcio nao linear. Podemos realizar a expansio da fungéao f(x) em Série
de Taylor no ponto de linearizagéo x(0) da seguinte forma:

N A xme () Gox (@) G
f(x):f(x0)+(dt)x0 1! +(dt2)x0 T +(dtn)xo n! (Eq. 2.41)

Na Eq. 2.41, a partir dos termos de segunda ordem podemos negligenciar a acdo por
estarmos adotando um valor de x muito préximo do valor de xo. Assim a equagao 2.41 pode
ser resumida na Eq. 2.42.

G = fo) + (5). &= x0) (Eq. 2.42)

Sendo: f(x) — aproximagdo linear, f(xo) — funcéo calculada no ponto de linearizacéo, (j—i) - derivada da fungéo aplicada
Xo

no ponto de linearizagao.

EXEMPLO 2.9 — LINEARIZACAO: MODELO DE UM TANQUE DE ARMAZENAMENTO

Considere o sistema de armazenamento representado pela Figura 2.8

\4

A

Figura 2. 8 - Tanque de armazenamento

O modelo matematico que representa a dindmica do processo (veremos mais tarde como
construi-lo), levando em considera¢io densidade constante, é dado por:

AL =F —F
dt

A saida F pode ser considerada de forma mais realistica como F = f,/h(t) sendo o
sistema representado por:

AS = F;— B/h(®) (Eq. 2.43)

A equagio é nio linear devido ao termo Vh. Assim devemos aplicar a expansio por
Série de Taylor truncada no segundo termo (Eq. 2.42) no termo em raiz, f = /h(t), no ponto
de linearizaciio h (valor no estado estacionario), temos:

f=f(h)+Ci(h(t) —h) (Eq. 2.44)
NP £ O] I
Onde: C; = ac |r = o7

Substituindo a constante C; na Eq. 2.44 obteremos:
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— 1 -
=vVvh+—=(h(t)—h
f=Vh+ = (h®) = F)

Substituindo a fun¢do néo linear pela funcéo linearizada temos o modelo representado
por:

A =F, —ﬁ(ﬁ+iﬁ(h(t) —E))

dh Jr Jr
A =F - B2pn) - B2 (Eq. 2.45)

Vamos considerar para as seguintes condigdes para o sistema: Fi= 10 m*h, A = 2 m?,
B=5m3>m? ht!, h(0)=0,5m.

Como o ponto de linearizacio, h, considerado é o estado estacionario do sistema
devemos encontrar este valor. Utilizando a equagao ndo linear (Eq. 2.43) e substituindo as

- . dh ..
condi¢oes e considerando P 0 (estado estacionario) teremos;

= (F)\% _ (10\% _

h=(5) =(5) =4m

Realizando a simula¢do dos modelos nédo linear (Eq. 2.43) e linearizado (Eq. 2.45)
obtemos a resposta apresentada na Figura 2.9.

A B
4 W 4 ®_
3 3
E> £ ndo linear
= = ~—PL=lm
i . PL=2m
/ modelo linearizado —PL=4m
modelo néo linearizado PL=10 m
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
15 50 -
\ -l
I\ i ~~
[\ wll ~_
[\ [|=——PL=1m o
10 \ [|——PL=2m |
S Y 330 PL=4m
e | \\ s | l=—pPL=tom
i \ & 20 — ]
5 \
10 .
0 e 0 Lo i
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

t(s) t(s)
Figura 2. 9 - Comparagio dos modelos nio linearizado e linearizado e anélise do ponto de linearizagio

Na Figura 2.9a observamos que o modelo linearizado teve o comportamento muito
préximo do néo linear e que o erro foi diminuindo & medida que o sistema atingiu o estado
estacionario. O ponto de linearizagdo (PL) é muito importante pois na Figura 3.6B podemos
observar o comportamento do modelo linearizado para diversos valores para PL. Quanto mais
longe, do estado estacionario, o PL maior é o erro apresentado pelo modelo linearizado. B

EXEMPLO 2.10 - LINEARIZACAO: EQUACAO DE ARRHENIUS

A dependéncia da taxa de reacdo com a temperatura é descrita pela equagio de
E

Arrhenius: k(T) = kge RT. Linearize a equacio da taxa de reaciio no ponto T.
Aplicando a expansio por Série de Taylor (Eq. 2.42) na funcéo f(T) = k(T), temos:
fM)=f(TM)+C(T-T)

E
Onde: C; = %;T) - koe RT (%) Assim a equagio linearizada seré:
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—_— koE —— =
k(T) = ke Rr+$e RT(T —T) [

A metodologia de lineariza¢do abordada anteriormente e exemplificada nos exemplos
2.9 e 2.10 levava em consideracio sistemas dindmicos nio lineares que apresentavam apenas
uma variavel. Agora estenderemos essa abordagem para sistemas com mais de uma variavel.
Considere o sistema dindmico nio linear representado pelas Eq. 2.47 e 2.48, onde fi(x1,x2) e
fo(x1,x2) sdo fungdes nao lineares (Stephanopoulos, 1990; Luyben, 1996; Luyben e Luyben,
1997; Seborg et al., 2011).

dx1

— = f1(x1,x3) (Eq. 2.47)

dxz

—= = fo(x,%2) (Eq. 2.48)

O ponto de linearizacio é dado por X; e X,. Aplicando a expansao por Série de Taylor
truncada (Eq. 2.42) nas Eq. 2.47 e 2.48 teremos:

9f1

b)) = i) +35  —%)+37 (= %) (Eq. 2.49)
X1,%2 X1,%2
~ - = 9f = of; _
fa(x1,%2) = fo(%1, %2) + axl =)+ (%) (Eq. 2.50)
X1,%; 21X1,%,
Substituindo as Eq. 2.49 e 2.50 nas Eq. 2.47 e 2.48 obtemos:
dx af of. _
_1 - fl(lexZ) + . B ( - xl) + axz B (XZ - xZ) (Eq 251)
X1,X3 21%,,%,
ax of of; _
_2 = f2(x1,X3) + ==L o (x1 — X1) + —2 ) (xy, — X3) (Eq. 2.52)
X1 Xq,%2 21y, %,

EXEMPLO 2.11 - LINEARIZAGAO: EQUACAO DE ESTADO PARA DENSIDADE DO AR

A densidade de um gas pode ser determinada pela seguinte equacdo de estado:

p(P,T) = %. Linearize a equagdo da densidade nos pontos de linearizacio P e T.

Aplicando a expansao por Série de Taylor a fungdo f(P,T) = p(P,T), temos:

fP,T) = f(P,T)+ C,(P—P)+ C,(T—T) (Eq. 2.53)
afem|  _ M _oen|  _ _Pm
Onde: €, = oP |pT TRrrC"2 T Tor PT T RT?

Substituindo as constantes C1 e C2 na Eq. 2.53:

PM M = PM =
fP,T)=—+—=(P—P)——=(T—-T) m
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Capitulo 3

Desenvolvimento de
modelos dinamicos

Neste capitulo é apresentada a formulagio de modelos matematicos

dindmicos de sistemas presentes na Engenharia Quimica. O

desenvolvimento dos modelos serd baseado em leis fundamentais
como conservacdo de massa, conservagdo de energia e conservagdo de
movimento juntamente com conceitos de mecanica dos fluidos, cinética
quimica, termodinimica e transferéncia de calor e massa.

Um modelo nada mais é do que uma abstracdo matematica de um processo real e a
equacdo ou conjunto de equagbes que o constituem ndo representam exatamente o processo
real, ou seja, todo modelo por natureza é errado devido ao fato de néo ter a capacidade de
incorporar todas as caracteristicas do sistema quando fazemos simplificac¢ées e consideragdes
(Bequette, 1998; Jana, 2011). O desenvolvimento de modelos matematicos objetiva:

e Melhorar a compreensao do processo;

e Treinar o pessoal operacional da planta;

e Projetar equipamentos;

e Projetar sistemas de controle;

e Otimizar as condi¢des operacionais do processo;
e Detectar falhas.

3.1 Modelos dinamicos

Os modelos dindmicos sao muito importantes dentro da Engenharia Quimica (e outras
engenharias) e a simulac¢do destes modelos pode ser vista como uma parte essencial para
estudos e avaliagdo de falhas em plantas e para otimizac¢do do processo. Um estagio importante
no desenvolvimento de qualquer modelo dindmico (ou estatico) é a formulacdo das equagdes
de balanco de massa, energia e movimento. Além dos balancos, devem ser adicionadas aos
modelos equagdes cinéticas, taxa de transferéncia de calor e massa, equilibrio de fase e
controle. Importante ter em mente que quanto maior a complexidade do modelo, maior a
dificuldade em realizar a simulacdo e analise (Ingham, 2007). Alguns exemplos de equacdes
de balango de massa total, massa por componente e de energia sdo apresentados nas Eq. 3.1-
3.3, respectivamente:

d(pV) E

d a(cv

d?_%_ZCiFi_ZCij‘*'rV (Eq. 3.2)
dE _ d(U+K+P)

dt—T_ZPiFihi—ZPijhj"'Q"'WS (Eq. 3.3)

Sendo: p - densidade, V — volume do sistema, F — vazdo volumétrica, n — nimero de moles, C — concentra¢io molar, r
- taxa de reago, h — entalpia especifica, U — energia interna, K — energia cinética, P - energia potencial, Q — quantidade
de calor trocado, Ws — trabalho realizado.

3.2 Principio da conservagio de massa e de energia

Para desenvolver e utilizar os modelos matematicos é necessario que o Engenheiro
Quimico esteja familiarizado com os fendmenos que regem os processos. Isto significa que o
Engenheiro Quimico deve saber aplicar as Leis Fundamentais da Engenharia Quimica.

O principio da conservagdo de massa (Luyben, 1996; Bequette, 1998; Ingham et al.,
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2007) quando aplicado a um sistema aberto, onde ndo ocorre reagdo quimica, diz que o
acumulo de massa do sistema ou no volume de controle sera igual a quantidade de massa que
entra no sistema ou no volume de controle menos a quantidade de massa que sai do sistema
ou do volume de controle, ou seja:

acumulo quantidade de quantidade de
de massa | _ [ massanaentrada | _ | massa na saida (E 3 4)
tempo tempo tempo q-2-

Ao contrario da massa global do sistema, os componentes quimicos nao sao
conservados. Se ocorrer reagdes quimicas em um sistema a quantidade individual de um
componente ira aumentar se ele for produto ou diminuira se for reagente. Assim para uma a
I-ésima espécie quimica do sistema teremos:

quantidade quantidade quantidade
acumulo de matéria do de matéria do de matéria do
de matéria componente i componente i componente i
do componentei | _ que entra _ que sai + gerada/consumida
tempo \ tempo / tempo - tempo

(Eq. 3.5)

A conservagido de energia é necessiria sempre que hid mudancas de temperaturas
consideraveis no sistema, como por exemplo as causadas por efeitos de aquecimento de reacio
exotérmicas. A principal lei da termodinamica expde o principio da conservagdo de energia
(Luyben, 1996; Bequette, 1998; Ingham et al., 2007). Escrito para um sistema aberto genérico
(onde pode ocorrer fluxo de energia para dentro e para fora do sistema) pode ser representado
por:

quantidade
quantidade quantidade de energia
acumulo de energia de energia total trabalho
de energia total na total na transferida realizado
total — entrada _ saida + | -aosistema | _ pelo sistema
tempo tempo tempo tempo tempo

(Eq. 3.6)
EXEMPLO 3.1 - TANQUE DE AQUECIMENTO

Considere o sistema térmico representado pela Figura 3.1. No sistema estdo presentes
uma corrente de entrada e uma corrente de saida. A corrente de entrada estd a uma
determinada temperatura e calor é adicionado no sistema fazendo com o liquido saia a uma
temperatura diferente da entrada. A corrente de saida e entrada sio diferentes fazendo com
que haja uma variacio de volume no tanque.

VvV, T FT

Figura 3. 1 — Representagio do sistema térmico

Analisando o sistema de uma forma global podemos observar que ele apresenta um
fluxo de massa e um fluxo de energia. Assim, sera necessario desenvolver um modelo que
represente a dindmica do sistema baseado em um balango de massa e um balango de energia.
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Balanco de massa no sistema: Lei da conserva¢ao das massas

Levando em considerac¢io a Lei da conservacdo das massas em um sistema sem reac¢io
quimica (Eq. 3.4), temos o0 modelo dindmico que representa a variagéo do nivel do tanque dado
pela Eq. 3.7.

am . .
E =My — Mg (Eq 37)
Sendo: m — massa do sistema, M — vazao massica

Considerando que na Eq. 3.7:m = pV,V = Ah e h = pF. E assumindo que a variagao
de densidade com a temperatura seja desprezivel (Ap = 0), temos:

dh

A F (Eq. 3.8)
dt

Sendo: h — nivel do fluido no tanque, A - 4rea da segdo transversal do tanque, F - vazdo volumétrica.

Balango de energia no sistema: Lei da conservacgao das energias

A energia envolvida no sistema é a energia total, assim o balango de energia pode ser
escrito, com o auxilio da Eq. 3.6, da seguinte forma:

dEtotal _ A
a Etotal,entrada - Etotal,saida +Q—W; (Eq. 3.9)

A energia total representa a soma das energias interna, potencial e cinética e dada pela
expressao termodinamica:

E=U+P+K (Eq. 3.10)

Sendo: E - energia total, U — energia interna, P — energia potencial, K — energia cinética.

Assumindo que a energia cinética e a energia potencial sdo despreziveis, pois nao
influéncia na temperatura do sistema devido a movimentagdes, temos que a energia total é
igual a energia interna. A energia interna pode ser relacionada pela equacgdo termodindmica

Eq. 3.11 sendo que para liquidos o termo PV é desprezivel, ficando energia interna igual a
entalpia total do liquido.

H=U+PV (Eq. 3.11)
Desprezando o trabalho realizado pelo sistema (W), o balango de energia resultado é
representado pela Eq. 3.12.

dH .
— =h,—hs+0 (Eq. 3.12)

A entalpia total (H) e especifica (h) sao representadas por: H = mC, (T - Tref), h =
‘rth(T - Tref)- A massa de liquido dentro do tanque e a vazdo massica sdo expressas,
respectivamente, por: m = pV = pAh e m = pF .Assim a Eq. 3.9 pode ser escrita como:

S [PARCH(T = Tyep)] = PiFiCpi(Ti = Tre) = PFCy(T = Trer) + Q (Eq. 3.13)

Sendo: h - nivel do fluido no tanque, T - temperatura do fluido, A - 4rea da segdo transversal do tanque, Cp — calor
especifico, Tref — temperatura de referéncia, F - vazao volumétrica, Q - calor adicionado ao fluido.

Assumindo que as varia¢oes de densidade e calor especifico com a temperatura sejam
despreziveis (Ap = 0 e AC},, = 0) e a temperatura de referéncia seja zero, temos:

d(hT) Q
AT: FiTi —FT+£ (Eq 3.14)

Aplicando a regra da cadeia na Eq. 3.14 e substituindo a Eq. 3.8 na equagéo resultante

temos:

dT Q
AhE = Fi(Ti - T) + E (Eq 3.15)

As Eq. 3.8 e 3.15 constitui 0 modelo dindmico que representam o sistema térmico. B
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EXEMPLO 3.2 - REATOR CSTR NAO ISOTERMICO

Considere o CSTR apresentado na Figura 3.2 onde ocorre a reagdo exotérmica,
elementar, na fase liquida, de primeira ordem, A = B. Por se tratar de uma reagio exotérmica
hé a necessidade de realizar o resfriamento do reator sendo isso feito por meio de uma jaqueta
por onde passa um fluido refrigerante (Bequette, 1998).

Fi, CA;, T ﬁ

refrigerante

refrigerante

F,.CAT
e

Figura 3. 2 — Representacdo do CSTR nio isotérmico

Da mesma forma que utilizamos as Leis da Conservacao das Massas e da Conservagao
das Energias no Exemplo 3.1, iremos utiliza-las neste exemplo.

Balanco de massa total do sistema:

d(pv)
% = pF; — pF (Eq. 3.16)

Sendo: V- volume do meio reacional, p - densidade do meio reacional, F — vazdo volumétrica.

Sabe-se que p = f(T, C), porém iremos considerar que a varia¢io da densidade do meio
reacional seja desprezivel, ou seja, Ap = 0. Assim, temos:

av

Y oF-F (Eq. 3.17)
dat

Por se tratar de um reator, devemos também realizar um balanco material levando em
a reagdo quimica que ocorre no sistema.

Balango de massa por componente (molar):

Levando em consideracdo a Lei da conservagao das massas para um sistema com reagao
quimica (Eq. 3.5), teremos:

an; . .

a =Nje— Ny * TiV (Eq 3.18)

Sendo: ni — nimero de mol do componente i, 71; — vazdo molar do componente i, ri — taxa de reacdo do componente i,

V - volume reacional.

A Eq. 3.18 representa de forma genérica o balanco de massa no CSTR. Como temos
uma reacao A—>B precisamos realizar um balango para os componentes A e B. Sabendo que
n = CV en = FC e que para a reacdo elementar de primeira ordem a taxa de reacdo é dada
por: 1, = —kCy, o balango material para os componentes A e B sdo representados pelas Eq.
3.19 e 3.20, respectivamente.

d(CaV)

dt = CAiFi - CAF - kCAV (Eq 319)
LD = —CyF + kCyV (Eq. 3.20)

Sendo: Ca e Cs — Concentragdo dos componentes A e B, V — volume do meio reacional, k — constante da taxa de reagao.

Considerando que uma das caracteristicas de um reator CSTR é operar com volume
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.av ~ .. ~
constante, ou seja, —- = 0 e a constante da taxa de reacdo sendo definida pela equagao de

Arrhenius (k=f(T)) podemos reescrever as Eq. 3.19 e 3.20 da seguinte forma:

) E

B4 = 2 €y — Ca) — koe R, (Eq. 3.21)
dc F; _E

d_tB = _VCB + koe RTCy, (Eq. 3.22)

Sendo: CA e CB - concentragdo dos componentes A e B, F — vazdo volumétrica, V — volume reacional, k0 - fator pré-

exponencial da constante da taxa de reago, E — energia de ativacdo, R — constante dos gases, T — temperatura.

O sistema apresentado é um CSTR onde uma reacdo exotérmica acorre. Sendo assim,
necessitamos de um balango de energia para determinar o modelo que representa a variacéo
da temperatura do meio reacional. Neste modelo devemos levar em consideracdo a calor
gerado pela reagdo quimica (reagio exotérmica libera energia para o meio) e o calor rejeitado
pelo meio reacional devido a jaqueta de resfriamento.

Balango de energia:

A mesma andlise inicial realizada no Exemplo 3.1 para o balanco de energia sera
realizada neste exemplo. Além dos termos de energia que entra e sai do sistema devido aos
fluxos de entrada e saida e do termo de transferéncia de calor entre o meio reacional e a
jaqueta precisamos adicionar ao balango a geragao de energia devido a rea¢do quimica. Sendo
a reagdo A—>B teremos o termo de reagio dado por (H L —H B)TV. Assim temos o balanco de
energia dado por:

ar — .
pVCp - = piFiCyiTi — pFCpT + (Hy— Hp)rV —Q (Eq. 3.23)

Sendo: T — temperatura do meio reacional, p - densidade do meio reacional, V — volume do meio reacional, C, — calor
especifico do meio reacional, F - vazio volumétrica, H — entalpia molar parcial, r - taxa de reacéo, Q — calor trocado
com a jaqueta.

Na Eq. 3.23, a diferenca entre as entalpias molares parciais é a entalpia de reacdo AH,.
Como a reagdo é exotérmica temos a entalpia de reacdo sendo negativa. Podemos incluir no
modelo a taxa de transferéncia como sendo: Q = UA;(T — Ty, ). Considerando despreziveis
as variacoes de densidade e calor especifico do meio reacional (Ap = 0 e AC),, = 0) o balanco
de energia ficara:

ar _
at

UAt(T_Too)
pVCy

LT, —T) + (Eq. 3.24)

—AH _E
( ‘I") koe RTCA _
pCp

Sendo: T - temperatura do meio reacional, p - densidade do meio reacional, V - volume do meio reacional, Cp — calor
especifico do meio reacional, F - vazio volumétrica, AH: - entalpia de reacao, ko - fator pré-exponencial da constante
da taxa, U - coeficiente global de troca térmica, At — area de troca térmica, E - energia de ativacdo, R - constante dos
gases, C — concentragio, T,, - temperatura do fluido refrigerante.

As Eq. 3.21, 3.22 e 3.24 representam o modelo dindmico do CSTR apresentado. H

3.3 Principio da conservagio de movimento (momentum)

A conservacao de movimento aparece em problemas que envolvem o fluxo de fluidos.
Momentum é definido como sendo o produto da massa e velocidade. A segunda lei de Newton
(Eq. 3.26) é a relacdo basica usada para escrever a equagao do movimento. Ela define que a
forca é a massa vezes a aceleragao e é igual a taxa de variacdo de momentum (Ingham et al.,
2007). O balango de movimento pode ser escrito como

quantidade de quantidade de _
acumulo de movimento que movimento que qu_antldade de
movimento | _ entra _ sai + movimento gerado
tempo tempo tempo tempo
(Eq. 3.25)
n —
j=1Fji =ma (Eq. 3.26)

Sendo: Fji - j-ésima forga atuando na direcdo i, m — massa deslocada no sistema, a - aceleragéo
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EXEMPLO 3.3 - TANQUE GRAVITACIONAL COM VELOCIDADE UNIDIRECIONAL

O tanque de gravidade (ou gravitacional) representado pela Figura 3.3 é um tipico
exemplo macroscopico de aplicagdo de conservacdo de movimento. Considerando o tanque
apresentado determine o modelo que descreve a variagao de velocidade com o decorrer do
tempo (Luyben 1996; Bequette, 1998).

—y— |

A
m, F —»

Figura 3. 3 — Tanque gravitacional unidirecional

-

Balanco de movimento:
. . dv; .
Partindo da segunda lei de Newton (Eq. 3.26) e sendo a = % temos a segunda lei de
Newton expressa como

d(mv;)
n — i
j=1EI - dt

(Eq. 3.27)
Sendo: Fji — j-ésima forca atuando na diregéo i, m — massa deslocada no sistema, vi — velocidade na direcio i

As forgas que atuam no sistema sio a forca hidraulica “empurrando” o liquido para fora
do tanque e forca de atrito atuando em sentido contrario a forga de escoamento devido a
viscosidade do liquido, representadas respectivamente pelas Eq. 3.28 e 3.29.

Fy = Appgh(t) (Eq. 3.28)
Sendo: Fu - forga hidraulica, Ap — 4rea da secdo transversal do tubo, p - densidade do liquido, g — aceleracio da
gravidade, h — nivel do tanque
_ Zkf(re)pLAp‘Uiz(t)

Fa
dp

(eq. 3.29)

Sendo: Fa - forga de atrito, kf — coeficiente de atrito, p - densidade do liquido, L — comprimento do tubo, A, — area do

tubo, vi — velocidade na direcio i, dp — didmetro do tubo.

Observe que a massa presente na Eq. 3.27 é a que sai do tanque através da tubulagio de
comprimento L, assim ela sera representada por: m = pV = A, Lp. Substituindo as Eq. 3.28 e
3.29 na Eq. 3.27 e considerando que a massa deslocada na tubulacdo seja constante, obtemos

_ Zkf(Re)Uiz(t)
dp

0

=1 (Eq. 3.30)

O coeficiente de atrito ke=f(Re) depende do regime de escoamento, consequentemente
depende do nimero de Reynolds que é funcdo da velocidade. Desta forma kfgre) pode ser
determinado utilizando as Equagdes Eq. 3.31 e 3.32.

_ Pdplvieo|
u

Re (Eq. 3.31)

Sendo: p - densidade do liquido, vi - velocidade na direcdo i, dp — didmetro do tubo, p - viscosidade do liquido
kf(Re) =0seRe=0

64
kf(Re) = Re se Re <2000 (Eq 3'32)

0,18
kf(Re) = Re02 se Re > 2000
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Balanco de massa:

Como temos o nivel do tanque variando com o tempo, precisamos determinar o modelo
que descreve essa variagdo. Levando em consideracio a Lei da conserva¢io das massas em um
sistema sem reagdo quimica (Eq. 3.4), temos o modelo dindmico que representa a variagao do
nivel do tanque dado por

d
d_T =—Fyp (Eq. 3.33)

Sendo: p - densidade do liquido, F - vazdo volumétrica na saida do tanque, m — massa de liquido

Neste caso a massa presente é a contida no tanque e é expressa por: m = pATh(t). A
vazdo de saida do liquido do tanque depende da velocidade que o ele deixa o tanque, assim
podemos escrever a vazdo como F() = ApVj(t). Substituindo a massa e a vazao na Eq. 3.33
teremos

dv; Ap

d_tl = —Evi(t) (Eq. 3.34)

Sendo: Ap- area da segdo transversal do tubo, At — 4rea da secdo transversal do tanque, vi — velocidade do liquido

As Eq. 3.30 e 3.34 representam a dindmica do tanque gravitacional. u

3.4 Ordem do modelo

A ordem de um sistema dinamico é definida pela ordem da equagao diferencial que o
descreve. Uma equagio diferencial de ordem n resultard em um sistema de n-éssima ordem
como observado na Eq. 3.34 (Seborg et al., 2011).

d"x d"1x

dx
anﬁ+an_1m+---+alz+a0x—f(t) (Eq 3.34)
Sendo: a; — constantes do sistema, f(t) - fun¢io distirbio

Na engenharia quimica é muito frequente termos sistemas de 1* e 2* ordem. Os sistemas
de 1* ordem representam aproximadamente 80% dos sistemas estudados em Engenharia
Quimica.

Um sistema de 1* ordem pode ser representado, de forma genérica, conforme a Eq. 3.35.

dx
ay o+ aQox = bf(t) (Eq. 3.35)
Sendo: a1, ag, b — constantes do sistema, f(t) — fun¢io distirbio

Uma forma padrao de representagdo de sistema de primeira ordem pode ser dada pela

Eq.336. Onde: 7, = St e K, = —
0

ao-
dx _
T, TX= K,f () (Eq. 3.36)

Sendo: Tp — constante de tempo do processo, Kp, — ganho estatico do processo.

Um sistema de 2°* ordem pode ser representado conforme a Eq. 3.37 e a forma padrio

de representacio, pela Eq. 3.38 onde: 72 = ) 28t = 4. K, = LN
Qo Qo Qo
d?x dx
az -+ a1+ aox = bf(t) (Eq. 3.37)
2
T2 i—: + Zf‘[% +x =Ky f(t) (Eq. 3.38)

Sendo: a2, a1, a0, b — constantes do sistema, T - periodo natural de oscilagdo, & - fator de amortecimento, K, - ganho
estatico do processo.

3.5 Analise do grau de liberdade

Para simular um processo, devemos primeiro garantir que as equagdes do modelo
constituem um conjunto de relagdes solucionavel. Ou seja, as variaveis de saida podem ser
resolvidas em termos das variaveis de entrada. Para que o modelo tenha uma solucao tinica, o
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nimero de variaveis desconhecidas deve ser igual ao numero de equacdes do modelo
independente. Isto significa que todos os graus de liberdade devem ser utilizados. O grau de
liberdade de um sistema pode ser determinado pela Eq. 3.39. Um processo sera efetivamente
controlado quando todos os graus de liberdade forem especificados (Stephanopoulos, 1990;
Ogunnaike, 1994; Seborg et al., 2011).

Sendo: Nr - grau de liberdade, Nv — nimero de variaveis independentes do processo, NE — nimero de equagdes
independentes do processo.

Uma analise de graus de liberdade permite que os problemas de modelagem sejam
classificados de acordo com as seguintes categorias (Seborg et al., 2011):

1. Np=0: o sistema esta definido ou totalmente especificado, o nimero de equacdes
independentes é igual ao numero de variiveis independentes (Ng=Ny). Ndo ha
como inserir controle.

2. NF<0: o sistema é especificado em excesso, o nimero de variaveis é menor que o
nimero de equacdes (Nv<NE) e, consequentemente, o conjunto de equagdes nao
tem solucdo. Nao ha como inserir controle.

3. NF>0: o sistema é subespecificado, o niimero de variaveis é maior que o nimero
de equagbes (Nv>NEg) e terd solugdes multiplas. Pode haver tantas malhas de
controle quantos forem os graus de liberdade.

Também utilizamos a analise de grau de liberdade quando uma variavel de processo é
especificada para ser uma variavel manipulada (ajustado por um controlador). Quando isso
ocorre, a lei de controle que indica como a variavel manipulada sera ajustada é introduzida no
sistema. Desta forma, NE aumenta e um e NF diminui em um. A abordagem estruturada da
modelagem envolve uma analise sistematica para determinar o Nr. As etapas da analise dos
graus de liberdade estdo resumidas na Tabela 3.1 (Seborg et al., 2011).

Tabela 3. 1 — Anélise dos graus de liberdade

Etapa Anilise

1 Liste todas as quantidades no modelo que sdo constantes conhecidas (ou pardmetros que
podem ser especificados) com base nas dimensdes do equipamento, propriedades fisicas
conhecidas e assim por diante

2 Determine o nimero de equac¢des Ng e o nimero de variaveis de processo, Ny. Observe que
o tempo t ndo é considerado uma variavel de processo porque nao é uma entrada de processo
nem uma saida de processo

3 Calcule o nimero de graus de liberdade utilizando a Eq. 3.39
4 Identifique as variaveis de saida que serdo obtidas resolvendo o modelo
5 Identifique as variaveis de entrada que devem ser especificadas como variaveis de

perturbag@o ou varidveis manipuladas, a fim de utilizar os graus de liberdade Nr.

EXEMPLO 3.4 - ANALISE DO GRAU DE LIBERDADE

Analise o grau de liberdade do modelo determinado no Exemplo 3.2 levando em
consideracdo que o volume do reator seja constante.

A dinédmica do reator CSTR apresentado no exemplo é descrita pelas Eq. 3.21, Eq. 3.22
e Eq. 3.24. Analisando as equagdes temos

10 parametros: V., p, Cp, ko, E, R, -AHg, U, Ay, T
6 variaveis (Ny=6): Ca, Cg, T, Cai, T;, Fi
3 equagdes (Ng=3): Eq. 3.21, Eq. 3.22 e Eq. 3.24

Com base na analise acima teremos NF=6-3=3 (Eq. 3.39). Como NF>0 temos um sistema
subespecificado e terad solugdes multiplas. Portanto, devemos identificar trés varidveis de
entrada que podem ser especificadas como fun¢io de tempo para que a equagao tenha uma
solucdo tinica. As variaveis dependentes Ca, Cp e T sdo uma escolha natural para as variaveis
de saida. Assim,

3 saidas: Ca, C, T
3 entradas: Cai, Ti, Fi u
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Capitulo 4

Problemas tipicos da
Engenharia Quimica:
estudos de caso

modelagem e simulag¢do, como dito anteriormente, é uma arte e
Acomo todo arte temos que pratici-la e uma forma eficiente de

realizar este entendimento pratico é desenvolver modelos
matematicos de sistema presentes no cotidiano da engenharia quimica. Os
Estudos de Caso abordardo sistemas da engenharia quimica que podem ser
agrupados em: Sistemas envolvendo transferéncia de fluidos, transferéncia
de calor, sistemas de separacao (vaporizagao, flash e coluna de destilacio),
reatores (CSTR, batelada, semi-batelada, PFR, PBR) e sistemas com
controle.

Caso 1: Tanques de armazenamento em séries

Descrigao do problema: O sistema isotérmico representado pela Figura 4.1 consiste em
quatro tanques cilindricos para armazenamento de liquido onde as correntes Fo, F1, Fa, F3, F4
e Fs5, (m® h™'), representam as vazdes de entrada e saida dos tanques sendo elas reguladas pelas
valvulas V1, V2, V3 e V4 que possuem Cv (m® m™V2 h'!) Para o sistema descrito determine o(s)
modelo(s) que descreva(m) sua dinamica.

Fo, po l

TANQUE 1 V1

% F2,p2
V3 TANQUE 2 V2

I V4 F5, p5

TANQUE 4 V5

Figura 4. 1 - Sistema de tanques de armazenamento em série

Desenvolvimento do modelo: Considerando que a densidade do fluido seja constante
(sistema isotérmico) e que as vazoes de saida sdo representadas, de forma realistica, por: F; =

CyXiy/hjt) (i — saidas, com i#0 e j — nimero de tanques), aplicando a lei da conservacao das
massas em cada tanque teremos o sistema descrito pelas Eq. 4.1 a 4.4.

dh
Al d_fl = FO - Cvxl1/h1(t) (Eq 41)
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Az % = Colx1/ha() = Xay[ha() = X3/ Ra0)] (Eq. 4.2)
A5 = Cofxa\ [y = xayfao)] (Eq. 4.3)
As G2 = ColxsRa + Xay s = *sy )] (Eq. 4.4)

Sendo: A - area transversal dos tanques; Cy — constante das valvulas; Fo — vazdo na alimentagéo; h — nivel dos tanques;
x — abertura das valvulas

Caso 2: Misturadores de solugdes aquosas

Descri¢do do problema: A Figura 4.2 representa um sistema de mistura de solugdes
aquosas de propileno glicol (PG). No misturador M1, de capacidade Vi (m?%), existe duas
correntes de alimentacio FO (m® min) e Fa (m® min™) com as concentragdes CO (kgpc m™) e
Ca (kgpc m™), respectivamente. A corrente de saida do misturador M1 alimenta o misturador
M2, de capacidade V; (m®), juntamente com a corrente Fb (m® min™!) de concentragao Cb (kgpc
m™). A densidade da solugio de propileno glicol em fungéo da concentracdo pode ser expressa
por: p(€) = —0,01C% + 1,17C 4+ 996,1 (kg m?). Levando em consideragio a descricio do
sistema determine o(s) modelo(s) que descreva(m) sua dinamica.

C0, FO, p0 Ca, Fa, pa

—T4— |

CcLV1 CL,F1, pl

C2,v2

e

M2 V-2

Figura 4. 2 - Sistema de mistura de solugéo aquosa de propileno glicol

Desenvolvimento do modelo: Analisando de forma geral o sistema podemos observar
que temos que resolver duas questdes: 1) A variagdo da concentragéo de propileno glicol e 2)
a variacao dos niveis dos misturadores M1 e M2. Considerando que o sistema opere como
mistura perfeita, as vazdes de saida dos misturadores podem ser representadas como F; =

. ~ m . . «
Cyxi/hi(t) (m® min!) e a concentra¢io comum como C = 7> aplicando a lei da conservagio

das massas em cada tanque do sistema e considerando que as valvulas possuem as mesmas
caracteristicas teremos o sistema descrito pelas Eq. 4.5 a 4.8 onde

dc

Vi7e = CoFo = Cafa = CrinGoXayf/ hucoy (Eq. 4.5)
dc

V2 d_t2 = CpFp + CryCoXiy[hie) + Coe)CoXay/ hary (Eq. 4.6)
dhy _ PoFotpaFa _

Ay = ~0,01C2) +1,17C; (1) +996,1 Coxry/har) (Eq. 4.7)
dhy _ PoFy+(=001CHH +117C1)+9961)Cox1Paiy

Zac ~ —0,01CZ) +1,17C (1) +996,1 CoXayha(e) (Eq. 4.8)

Sendo: A — é4rea da sego transversal dos misturadores; C — concentrac¢do do propileno glicol nos misturadores; Cv —
constante das valvulas; F -vazoes volumétricas (0 e a — misturador 1 e b — misturador 2); h — nivel dos tanques; V -
volume dos misturadores; x — abertura das valvulas; p - densidade (0 e a — misturador 1 e b — misturador 2)
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Caso 3: Aleta adiabatica em regime estacionario

Descrigao do problema: Uma aleta de comprimento x (m) e didmetro d (m) tem a fungao
de realizar o resfriamento de uma superficie que se encontra a uma temperatura Ts trocando
calor com o ambiente que esta a uma temperatura Ta (Figura 4.3). Desenvolva o modelo que
descreve a variac¢do da temperatura da aleta apenas na direc¢io axial e em regime permanente.

Ta

N
ke

K
x
N2

Ts

Figura 4. 3 — Aleta cilindrica adiabatica

Desenvolvimento do modelo: O modelo a ser desenvolvido é de pardmetros distribuidos
visto que ha a variacdo espacial da temperatura na aleta. Considerando a aleta adiabatica
operando em regime permanente, a temperatura ambiente constante, a transferéncia de calor
por conducdo dada pela lei de Fourier, a transferéncia de calor por conveccdo pela lei de
resfriamento de Newton, aplicando a lei da conservagdo de energia no sistema teremos o
modelo descrito pela Eq. 4.9.

d’T  4h
=2 (T — Ta) (Eq. 4.9)

Sendo: d - didmetro da aleta; h — coeficiente de troca de calor por convecgdo; k — coeficiente de troca de calor por
condugao; T - temperatura da aleta, Ta — temperatura ambiente, ,.

Caso 4: Tanques conectados por tubulagio longa

Descrigao do problema: Na figura 4.4 é apresentado um sistema que consistem em dois
tanques conectados por uma tubulagéo longa de comprimento L (m) onde um liquido entra no
tanque T1 a uma vazao Fo (m® s!) e é transferido para o tanque 2 a uma vazao F1. No tanque

T2 existe uma vélvula fazendo com que a vazao de saida seja da forma: F, = Cyx,/hy) -

Considerando o sistema apresentado desenvolva o(s) modelo(s) que representa(m) a dinimica
do sistema (adaptado de Bequette, 1998).

FO, pO

F2, p2

V2 2

T2 V-1

V1| F1,pl

Y

-

T1

Figura 4. 4 — Tanques conectados por tubulagéo longa

Desenvolvimento do modelo: Para a determinagao do modelo necessitamos aplicar a lei
de conserva¢ao do movimento para a determinac¢ao da velocidade do fluido que sai do tanque
T1 e a lei de conservacdo das massas para determinar a variagao dos niveis dos tanques T1 e

T2. A vazdo de saida do tanque T2 pode ser representada por F, = C,x,/hy(t) e a forga de
atrito pela Eq. 3.29 (exemplo 3.3). Logo o sistema sera dado pelas Eq. 4.10 a 4.12.

v _ g 2k (re)V ()
@ =1 (hmo —he) == (Eq. 4.10)
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dh F, A

d_tl = A—:—U(t)f (Eq. 4.11)
dh A

dtz — U(t) A_127 _ Cvx hZ(t) (Eq 4.12)

Sendo: A - area da segdo transversal (p — tubulagio, 1 — tanque 1, 2 — tanque 2); Cv — constante da vélvula; dp —
didmetro da tubulagdo; FO — vazio na entrada do tanque; g — aceleracio da gravidade; h — nivel dos tanques; kere) —
coeficiente de atrito; v — velocidade do fluido na tubulagio; x — abertura da valvula.

Caso 5: Reator isotérmico com volume variavel

Descrigdo do problema: A reacio elementar, em fase liquida, 24 + %B — C ocorre em

um reator de batelada alimentada. O retor ja estd carregado com o reagente A e o reagente B
é alimentado a uma vazao FBy (dm?® min™) e concentracio CBy (mol dm™). Para o sistema
descrito na Figura 4.5, desenvolva o(s) modelo(s) que representa(m) seu comportamento
transiente (adaptado de Luyben, 1996 ).

CB,, FBy

L

\Y

Figura 4. 5 — Reator batelada alimentada operando isotermicamente

Desenvolvimento do modelo: Para o desenvolvimento dos modelos precisamos 1) da
aplicacio da lei da conservagio das massas com reagdo quimica (reagéo) para a determinagéo
da variacdo das concentra¢des dos componentes envolvidos na reagio; 2) da aplicagao da lei
da conservacido das massas para a determinagao da variagao do nivel ou do volume do reator
(reator batelada alimentada). Considerando que a densidade do meio reacional seja constante
(mistura perfeita) a dindmica do sistema sera representada pelas Eq. 4.13 a 4.16.

= —kCACBES (Eq. 4.13)
= ng(cjo — 1 kCio oty (Eq. 4.14)
=3 kCALCBES (Eq. 4.15)
dasz =FBy (Eq. 4.16)

Sendo: C - concentragdo dos componentes A, B e C; CBo — concentracdo na alimentacao; FBo - vazio na alimentagao;
k — constante da taxa de reacdo; Vr — volume do meio reacional.

Caso 6: Reator CSTR nao-isotérmico encamisado

Descrigdo do problema: No CSTR representado na Figura 4.6 ocorre a reagdo
exotérmica e elementar na fase liquida, A + B = C. No reator sao alimentados dos reagentes
A e B a uma vazio Fy (dm® min™') e concentracdoes CAg (mol dm™) e CBO (mol dm™) a uma
temperatura To (°C). O reator possui uma camisa (jaqueta) para garantir o resfriamento da
mistura reacional por meio de uma corrente fria (4gua) que entra na camisa a uma vazao Fwy
(dm?® min) e a uma temperatura Twy (°C). Para o sistema descrito, desenvolva o(s) modelo(s)
que descreva(m) seu comportamento dindmico (adaptado de Luyben, 1996).
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Fo. CAs, CBo, To ﬁ

Fw, Tw

Fwo, Twg
VvV, T

Vw,Tw

F,CACB T
e

Figura 4. 6 — Reator CSTR néo-isotérmico encamisado

Desenvolvimento do modelo: Neste problema teremos que lidar com as variagdes de
massa e energia do sistema. A lei da conservacido das massas devera ser aplicada para a
determina¢do das concentragdes e a lei da conservagdo de energia para as variagdes das
temperaturas do reator e da camisa (jaqueta) resultando nas Eq. 4.17 a 4.21. Como o sistema
é ndo isotérmico a constante da taxa de reagdo é dada pela equacdo de Arrhenius. A troca de
calor entre o reator e jaqueta pode ser expressa por ¢ = UA(T — Ty).

__Ea
dstA = Vi (CAg — CAwy) — koe *"ROCAHCB(, (Eq. 4.17)
R
__Ea
dstB = VL(CBO — CBy) — koe "ROCAH)CB(y) (Eq. 4.18)
R
__Ea
% = %Cc(t) +koe ""ROCA)CB ) (Eq. 4.19)
Ea
dTr _ F R —~  UA(Tr)~Tw
T8 = L (To = Trwy) = koe RO CA@CB (o (~AMR) — —(v;(f;ch ©)  (gq. 4.20)
dfw _ Fw _ UA(TR@H~Tw())
2 =7, (TWo = Tu) + =20 (Eq. 4.21)

Sendo: A - area de transferéncia de calor; C - concentragdo dos componentes A, B e C; Cp — calor especifico (R- meio
reacional e w — fluido refrigerante); Ea — energia de ativacao; F — vazao na saida do reator (=Fo), Fw - vazdo na saida
da camisa (=Fwo); ko - fator pré exponencial da constante da taxa de reacio; R — constante dos gases; T — temperatura
(R - reator e w — fluido refrigerante); U — coeficiente global de transferéncia de calor; V - volume (R - meio reacional
e j - camisa), AHg - entalpia de reagio (AHa + AHBg), , p - densidade (R - meio reacional e w - fluido refrigerante).

Caso 7: Sistema de vaporizacao

Descrigao do problema: No gerador de vapor representado pela Figura 4.7, agua entra
no vaporizador a uma vazao volumétrica F (m3 s!) e a uma temperatura T (°C). Uma
quantidade de calor constante q (k] s) é adicionado ao sistema sendo gerado uma quantidade
de vapor Fv (m® s'') a uma temperatura Tv (°C) e uma taxa de vaporizacao Wv (kg s1). O
volume do gerador de vapor é V1 (m®). Desenvolva o(s) modelo(s) que descreva(m) o
comportamento do sistema de vaporizagdo (apenas 1 componente) em regime transiente
(adaptado de Luyben, 1996; Bequette, 1998).

e

Vv, pv. Ty, Py

RPN

VL, pLT,P

v

Figura 4. 7 — Gerador de vapor
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Desenvolvimento do modelo: Para este problema devemos considerar que as fases
gasosas e liquidas devem ser tratadas separadamente e que: 1) as perdas térmicas sejam
despreziveis; 2) ambas as fases se comportam como mistura perfeita; 3) o liquido é
incompressivel (densidade constante, Cp=Cv); 4) a pressdo pode ser escrita pela equagio de

Antoine: InPv = Ti + B; 5) Cp do liquido é constante; 6) as capacidades calorificas do vapor
®

(a pressdo e volume constantes) em fun¢do da temperatura podem ser representadas por:
Cpy, = aTy) + b e Cv, = Cp, — R); 7) o vapor se comportando como gas ideal, logo temos:

Py = #:(’t); 8) o taxa de transferéncia de massa é expressa por: w,, = K;(P — P,); 9) teremos
ao aplicar a lei da conservagao das massas e da energia para ambas as fases as Eq. 4.22 a 4.25.
pL% = prFr —wy, (Eq. 4.22)
Vi) CPL Tt = ppFrCppTy — wy(CpyTueey + A40) + (Eq. 4.23)
Pv % =wy, — puky (Eq. 4.24)
PoVoeyC¥u =2 = Wy (CPLTye) + Av) — PuFyCPuToce) (Eq. 4.25)

Sendo: A e B - constantes de Antoine; a e b — constante da equacio da capacidade calorifica do vapor; Cp — capacidade
calorifica (f — alimentacdo, L — da fase liquida, v- fase vapor); F — vazdo (f — alimentacido e v — fase vapor); Kc —
coeficiente global de transferéncia de massa; M - massa molar média da fase vapor; Pv - pressio do vapor; q — calor
adicionado ao sistema; R — constante dos gases; T — temperatura (f — alimentagéo, L - fase liquida, v - fase vapor), V -
volume (L - fase liquida, v — fase vapor); p — densidade (f - alimentagio, L - fase liquida, v- fase vapor); Av — calor
latente de vaporizagéo.

Caso 8: Sistema de separacgao Flash multicomponente

Descrigdo do problema: A Figura 4.8 representa um sistema de destilacio flash onde
uma mistura contendo n-componentes entra a vazao F (kg h'! ou m? h'') a uma temperatura
TO (°C) e uma pressao P0 (kPa) passa por uma valvula de expansao (irreversivel a H constante)
gerando uma corrente de vapor V com uma composi¢do y e uma corrente de liquido L com
uma composi¢do x. Uma quantidade de calor, constante, q (kJ h-1), é adicionado ao sistema
antes da expansio. Levando em consideragio a descri¢do do sistema apresentada desenvolva
o(s) modelo(s) que descreva(m) o comportamento dindmico do sistema de destilacao flash
multicomponente (adaptado de Luyben, 1996; Bequette, 1998).

V,y, T,P

F.z,To, Po Ef B <]

Lx TP
Figura 4. 8 — Sistema de separagio flash multicomponente

Desenvolvimento do modelo: Neste problema devemos aplicar a lei da conservacao das
massas e da energia considerando que 1) a dindmica da fase gasosa seja desprezada; 2) ha
equilibrio termodinamico (estagio ideal); 3) a energia interna é aproximadamente igual a
entalpia; 4) sem perda de calor e 5) mistura perfeita em ambas as fases. Desta forma teremos
a dindmica do sistema representada (em base massica) pelas Eq. 4.26 a 4.28.
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av
pL— = Fpy — F,py — FLpy (Eq. 4.26)
PLlViw dxi _ _Frpy FpoKi ___Fipy ,
Y XM dt Nzt L KXy M Xio) Yis1 X M; Xi(e) (Eq. 4.27)
ar .
PLViwyCp o = FrprCpp + G — Fypy C0T() — FLpLC0T(r) (Eq. 4.28)

Sendo: Cp - calor especifico; F — vazdo volumétrica (f -alimentagéo, L — fase liquida, v — fase vapor); Ki - constante de
equilibrio liquido-vapor; M; - massa molar média do componente i; § - calor adicionado; T - temperatura; V - volume
da fase liquida; xi — composi¢éo do componente i na fase liquida; yi — composi¢do do componente i na fase vapor; zi —
composi¢do do componente i na alimentacio; p — densidade (f - alimentacio, L - fase liquida, v- fase vapor).

Caso 9: Reatores isotérmicos com reagoes consecutivas

Descrigao do problema: A reagdo consecutiva elementar em fase liquida A E B5¢C
ocorre em um reator de mistura perfeita. Existe uma alimentagao Fo (dm* min!) no reator
contendo o reagente A & uma concentracdo CAg (mol dm™). As vazdes volumétricas sdo
mantidas constantes na entrada e na saida do reator. Levando em considerag¢do o sistema
apresentado na Figura 4.9, desenvolva o(s) modelo(s) que represente(m) o comportamento
dindmico do sistema descrito (adaptado de Fogler, 2002)

Fo, CAg

L

A->B->C
F, CA CB, CC

»

Figura 4. 9 — Reator CSTR com reagdes consecutivas operando isotermicamente

Desenvolvimento do modelo: O sistema apresentado serd modelado aplicando a lei de
conservagao das massas para os componentes A, B e C. Considerando que o sistema opere
isotermicamente e que temos mistura perfeita no reator sua dinamica sera representada pelas

Eq. 4.29 a 4.31.
dCA F(CAy—CA
ar Aot tho) k1 CAer) (Eq. 4.29)
= Fcf(t) + ki CAwy) — k0B (Eq. 4.30)
dcc FCcC
=~y kaCBey (Eq. 4.31)

Sendo: C - concentracdo dos componentes A, B e C; CAo - concentragéio no componente A na alimentagdo; F — vazdo
na saida do reator (=Fo); k — constante da taxa de reagao; V - volume do meio reacional.

Caso 10: Reator tubular nao-isotérmico em regime permanente

Descrigdo do problema: Considere o reator tubular ndo-isotérmico representado pela
Figura 4.10, no qual ocorre uma reagio exotérmica em fase gasosa irreversivel de 2* ordem:
A = B.Uma vazéio Fo (mol s!) do componente A entra no reator a uma temperatura To (°C) e
uma pressao Po (Pa) e existe uma troca de calor ao longo do reator (ndo-adiabatico) para o
ambiente. Desenvolva o(s) modelo(s) que represente(m) o comportamento do sistema em
regime estacionario (adaptado de Fogler, 2002).
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[ X
ST
] \‘0<\
FAO, TO, PO ! s 2l FA FB,T,P
| §§| e
| 1ogal

gtrocado
Figura 4. 10 — Reator tubular ndo isotérmico e néo adiabatico

Desenvolvimento do modelo: Este é um problema de parametros distribuidos que sera
modelado levando em consideracdo que: 1) ha varia¢do dos componentes apenas na dire¢do
axial; 2) o sistema opera em regime permanente; 3) a mistura reacional se comporta como um
gas ideal; 4) a taxa de reacdo segue a lei de Arrhenius; 5) o calor trocado segue a lei de
resfriamento de Newton e; 6) ndo ha perda de carga no sistema. Aplicando a lei da conservagao
das massas e a lei da conservagdo da energia teremos as Eq. 4.32 a 4.34 como sendo a
representacdo do comportamento do sistema.

Ea 2

dFA d? TRTo FA P
L= ke Fr@ ( () ) (Eq. 4.32)
dx 4 FA(x)+FB(x) RTR(X)

Ea 2
dFB _ md? “RTo FA P
_—— koe RTR(X) ( €3] ) (Eq 433)
dx 4 FA(X)+FB(X) RTR(x)

FA(y) P
FA(X) +FB(x) RTR(x)

)2 (=AHg) — ndh(T) — Ta)
(Eq. 4.34)

Ea
ar md? “RT
FTCpa = _Tkoe R(x) (

Sendo: d - didmetro do reator; Cp — calor especifico; Ea — energia de ativacao; F - vazdo molar (A e B - componentes;
T - total); h - coeficiente de troca de calor por convecgao; ko — fator pré-exponencial da taxa de reagao; P- pressao no
reator; R -constante universal dos gases; T — temperatura (a — ambiente; R — reator); AHr — entalpia de reagdo.

Caso 11: CSTR pressurizado, reagdo em fase gasosa.

Descri¢do do problema: A reacio reversivel em fase gasosa, 24 < B, ocorre em um
reator CSTR pressurizado (Figura 4.11). A reagdo espontianea é de ordem 1,5 com uma
constante de reacdo k; em relacio ao reagente A e a reacdo reversivel é de primeira ordem
com constante de reacio ks em relacdo ao produto B. A fracdo molar do reagente A (y) e a
pressdo no reator (P) variam com o tempo. A massa molar média do meio reacional pode ser

~ ’ P —P
expressa por M = [yMy + (1 — y)Mg] e A vazio de saida do reator por F = Cv y
P)
Desenvolva, para o descrito o(s) modelo(s) que descreva(m) a dindmica do sistema.
Fo, CQ, Po, To, Po F, CA, CB, P, T, P =
V-1
TANQUE DE
ARMAZENAMENTO

Figura 4. 11 - Reator CSTR pressurizado

Desenvolvimento do modelo: Para o desenvolvimento do modelo devemos aplicar a lei
da conservagio das massas para determinar a variagao das concentra¢des dos componentes A
e B e a variagdo da pressio do sistema. Considerando o sistema isotérmico e que o meio
reacional se comporte como gas ideal, temos a dindmica representada pelas Eq. 4.35 a 4.37.
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dca _ FoGo _ C¥Cac) (Pety=Pp)RT L 15
a v » v, +(1 Ca) )M ] k1Chiey + 2k2Cpr) (Eq. 4.35)
Olcaw e A\ Caw*Cen) ©

acgp __ CvCp(t) (P(t)—PD)RT 1 1,5

a P Caw) +<1 Caw ) ] +okiCaiey — k2Cary (Eq. 4.36)
(®) CA(t)+CB(t)‘ TA CA(L')+CB(L') B

ar FoRT P(s\—Pp)RT P
Poc —Cv ( (t) D) % (Eq 437)

i C C
a A +<1 A )M] P

Ca*Cep ° Ca®)*Ch()

C C
A(t) A(B)

Mag+( 1 M
Cam*sm < CA(:)“B(:)) B]
Sendo:C — concentra¢do do componente A e B; Cv — constante da valvula; FO — vazao volumétrica na alimentagio do
reator; k — constante da taxa de reacio (1 — reacdo direta, 2 — rea¢do inversa); M — massa molar dos componentes A e
B; P — pressdo do reator; Pp — pressdo no vaso de armazenamento; R — constante universal dos gases; T — temperatura
do reator; V — volume do reator.

Caso 12: Reator de membrana isotérmico e isobarico

Descricao do problema: Reatores de membranas podem ser utilizados para garantir um
maior rendimento de reacdes que sao altamente reversiveis em um determinado intervalor de
temperatura. Considere que a reagao, em fase gasosa, elementar de segunda ordem reversivel
2A © B + 2C ocorre em um reator de membrana (Figura 4.12), onde o componente A puro
entra no reator e o componente B (produto de interesse) se difunde pela membrana. Devido
ao fato dos componentes A e B possuirem moléculas de tamanhos proximos, A também se
difunde pela membrana. Como se trata de uma reacdo elementar podemos descrever a taxa de

~ Ce)Cc A .
reagao como sendo: 14, = k (CA - %) As taxas de transferéncia de massa podem ser

escritas como: R; = k.;C; (adaptado de Fogler, 2002). Determine o(s) modelo(s) que
descreva(m) o sistema descrito.

FA, FB,FC,

_TT>

Figura 4. 12 — Reator tubular de membrana

Desenvolvimento do modelo: Assim como no Caso 10, estamos interessados em
determinar a variacdo dos componentes envolvidos na reacdo ao longo do reator.

Considerando que o sistema seja isotérmico e isobarico e que as concentra¢oes podem ser
~ Fi\ (P

expressas pela equacao de estado C; = Crg (F—L) (P—
T 0

massas teremos o modelo de pardmetros distribuidos representados pelas Eq. 4.38 a 4.40.

) (%), aplicando a lei da conservagao das

FB(x) FC(x)

f—xA = —Arimk | Cro I;:((:)) _ TOFT(XLC CFre | _ kca (CTO I;:((:))) (Eq. 4.38)
dFB k FAw) CTOZE?C 0% FB(x)

ax  ATim3 Cro Freo) K, —kcp (CTO FT(x)) (Eq~ 4.39)
dFC FA T iB(x)C %

T = Arimk | Cro- 2 - —HE—T (Eq. 4.40)

Sendo: Atim — 4rea de secdo transversal (interna) da membrana; Cto — concentragéo total na alimentagéo; F — vazao
molar (A, B e C — dos componente; T — total); k — constante da taxa de reagéo; Kc — constante de equilibrio quimico; kei
— taxa de transferéncia de massa (i — componentes A e B)
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Caso 13: Bioreatores

Descri¢do do problema: A fermentagio de glicose para produgio de etanol pode ser
conduzida em um reator batelada e o crescimento celular pode ser representado, de forma

células

resumida, por: S —— Y /5C + Yp,sP. Sabendo que a taxa de crescimento celular pode ser
- c e~ HmaxCst)C c e o~

dada pela equaciao de Monod com inibigao 1; = kops %ﬁmc(t) onde a inibicdo kgyps =

c n .
(1 - g(f)) e a taxa de morte celular e a taxa de consumo de substrato, respectivamente, por
P

Tq = kqCcr) € Tsm = mCc(p), desenvolva o(s) modelo(s) que descreva(m) a dindmica do
sistema (adaptado de Fogler, 2002).

Desenvolvimento do modelo: Aplicando a lei da conservacdo das massas no sistema,
termos a dindmica sendo representada pelas Eq. 4.41 a 4.43.

dcc _ _ Ce)\" (Cswfew

ac  Hmax (1 A ) (Ks+Cs(t)) kaCe(t) (Eq. 4.41)
dCs _ _ Cpy N (CsyCero) _

ar Ye/s Bmax (1 A ) (KS+Cs(t)) mCe(t) (Eq. 4.42)
dcp _ _ CP(t))n Cs)Ce(t)

a Yp/s Umax (1 ch KstCs(t (Eq. 4.43)

Sendo: C - concentracio (C — células; P — produto; S — substrato); Cp* - concentragao de produto no qual o mecanismo
cessa; ka — taxa de morte celular; Ks — constante de Monod; m — coeficiente de manutengéo celular; n — constante
empirica da inibi¢do; Ycss — coeficiente de rendimento que caracteriza o consumo de substrato para manutencéo; Yp/s —
coeficiente de rendimento de produto, pimax - velocidade especifica de crescimento méxima.

Caso 14: Transferéncia de calor em uma barra metilica em
regime transiente

Descri¢do do problema: Considere a barra metalica de comprimento z (m) e area
transversal At (m?) representada pela Figura 4.13. Considerando que a barra possua um
isolamento em seu perimetro desenvolva o modelo que represente o comportamento do
sistema em regime transiente.

o ., isolamento
< >
K o
AN <
/ \ \
/ \ \
Qe ! | \ Qs
|
: A : X —
I
\
\ /l // r
\\ // /
AV /
\ / /
T x| o
—> X

X X+AX
Figura 4. 13 — Barra metalica com isolamento

Desenvolvimento do modelo: O modelo desenvolvido sera de pardmetros distribuidos,
pois ha variag¢do da temperatura da barra ao longo de seu comprimento. Aplicando a lei da
conservagao de energia no sistema considerando que ndo ha transferéncia de calor por
conveccdo na barra (isolamento) e que o calor transferido ao logo da barra seja definido pela
lei de Fourier podemos representar o sistema pela Eq. 4.44.

aT _ k 0°T

E = Eﬁ (Eq 4.44)

Sendo: Cp — calor especifico, k — constante de troca de calor por condugéo, p - densidade do material.

Outra opc¢ao e chegarmos na Eq. 4.44 por meio da equacdo da continuidade de
transferéncia de calor para coordenadas cilindricas Eq. 4.45.

pep (Gt tn S +v, ) = (ki) (k5 + 5 (k3)+6  (Bq 445)
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Caso 15: Controle de nivel em um tanque de armazenamento

Descrigao do problema: Considere o sistema apresentado na Figura 4.14 onde se faz
necessario realizar o controle de nivel de um tanque de armazenamento. O tanque é
alimentado por uma corrente Fo (m® h™) e possui uma valvula de controle na saida regulando
a vazao F (m® h'!) para manter o nivel no setpoint (hsp) e para isso é necessario adicionar o
modelo dindmico do controlador no sistema.

Fo, po

LCv-101
Figura 4. 14 - Tanque de armazenamento com controle de nivel

Desenvolvimento do modelo: No problema apresentado devemos determinar a variagao
do nivel do tanque aplicando a lei da conservagao das massas e substituir o modelo dindmico
do controlador. O modelo dindmico de um controlador PID (Proporcional-Integral-Derivativo)
é representado pelas Eq. 4.46 e 4.47 e deve ser analisado em relacdo ao tipo de controlador
desejado (P, PI ou PID). Considerando que: 1) o sistema seja isotérmico; 2) a vazao de saida é
representada por F = Cvx\/% e; 3) o controle a ser utilizado é um PID, teremos como
modelo que representa o sistema descrito com o controle a Eq. 4.48. Uma observacgao a ser
feita é que nao se pretende realizar estudo de controle e sim apresentar a possibilidade de
incluir um controlador em um modelo dinamico.

de(t)
dt

Y =Y, +Kee(t) + ?f e(t)dt + Kp1p (Eq. 4.46)
1

e(t) =ysp —y(0) (Eq. 4.47)

Sendo: e(t) — o desvio da varivel controlada em relacio ao valor de referéncia (setpoint); Kc — constante de ganho do
controlador; y(t) — variavel controlada; ysp — valor de referéncia da variavel controlada (setpoint); Y — variavel
manipulada; Yo - valor da variavel manipulada no estado estacionario; T1 — constante de tempo integral; o — constante
de tempo derivativo.

dh K
AE = FO - CV h(t) [XO + Kc(hsp - h’(t)) + T_ff(hsp - h(t))dt +
Kctp W} (Eq. 4.48)

Sendo: A - 4rea da se¢do transversal do tanque; Cv — constante da valvula; FO — vazao volumétrica na entrada do tanque;
h - nivel do tanque; hsp — valor de referéncia do nivel do tanque; x0 — abertura da valvula no estado estacionario.
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