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Resumo

Existem diversos métodos de calculo para determinar as solicitacdes em lajes de concreto armado,
porém, as técnicas mais precisas requerem a resolucdo de equacdes diferenciais, que podem ser
dificeis de aplicar na pratica. Em contrapartida, os métodos de célculo préaticos utilizam
simplificacGes nas equacdes para torna-los mais viaveis. Uma dessas simplificacfes é a ado¢do de
apoios rigidos para o calculo das reacdes e deslocamentos, que € comumente empregado. Entretanto,
essa premissa nao reflete a realidade na préatica de projeto, visto que as vigas que servem como apoio
para a laje sofrem deformagdes, apresentando, em muitos casos, deslocamentos significativos que
devem ser considerados para o calculo. Nesse contexto, este artigo propde uma nova abordagem da
Teoria de Grelha que leva em conta a flexibilidade dos apoios da laje para o calculo dos momentos
e deslocamentos. Para avaliar a eficacia dessa nova abordagem, foram realizadas 16 analises em 2
modelos numéricos com vigas rigidas e flexiveis, resultando na comprovacdo de que o modelo
proposto apresentou uma boa concordancia nos resultados obtidos.

Palavras-chave: Teoria de Grelha. Lajes. Flexibilidade dos apoios. Modelo numérico. Concreto

armado.

Abstract

There are several calculation methods to determine the stresses in reinforced concrete slabs.
However, the most precise techniques require solving differential equations, which can be difficult
to apply in practice. On the other hand, practical calculation methods use simplifications in the
equations to make them more feasible. One of these simplifications is the adoption of rigid supports
for the calculation of reactions and displacements, which is commonly used. However, this
assumption does not reflect the reality in design practice, as the beams that serve as support for the
slab undergo deformations, presenting in many cases significant displacements that must be
considered in the calculation. In this context, this article proposes a new approach to the Grid Theory
that takes into account the flexibility of slab supports for moment and displacement calculation. To
evaluate the effectiveness of this new approach, 16 analyses were carried out on two numerical
models with rigid and flexible beams, resulting in proof that the proposed model showed good
agreement in the obtained results.

Keywords: Grid Theory. Slabs. Support flexibility. Numerical model. Reinforced concrete.
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1. Introducéo

Ha diversas maneiras de calcular lajes de concreto armado, como a Teoria de Grelha, o
Método dos Elementos Finitos e o Processo de Marcus. Cada método tem suas proprias
simplificacGes para tornar mais facil a obtencdo de informacdes sobre solicitacGes e deslocamentos.
No entanto, estudos mostram que esses métodos nem sempre produzem resultados precisos,
especialmente quando se trata das condicGes de contorno das lajes.

A flexibilidade das vigas de bordo das lajes, que podem vir a apresentar elevados
deslocamentos, geralmente ndo sdo considerados nas teorias de calculo de lajes de concreto armado.
Um estudo comparativo sobre os efeitos das condi¢Ges de contorno das lajes foi realizado por Ju e
Lin (1999). Os autores observaram que a modelagem da flexibilidade das lajes pode levar a
resultados muito diferentes, o que pode resultar em patologias e mau desempenho estrutural.

Ensaios indicam que os métodos convencionais de célculo de lajes podem ndo produzir
resultados precisos a depender do grau de flexibilidade dos apoios, especialmente em relacdo as
condicdes de contorno das lajes, como avaliado em Shu et al. (2015).

Este artigo propde uma contribuicdo a Teoria de Grelha para incluir a flexibilidade das vigas
de apoio e fornecer coeficientes para calcular as reacdes de apoio e deslocamentos, visando melhorar
a metodologia de célculo das lajes de concreto armado.

2. Considerag0es acerca da flexibilidade dos apoios

Quando se leva em conta a flexibilidade dos apoios no célculo de lajes, os resultados podem
diferir significativamente dos obtidos ao considerar a condi¢do de contorno de apoios rigidos.
Segundo Araujo (2008), devido a condicdo de contorno geralmente utilizada (apoios rigidos), é
comum ocorrer um maior momento fletor na direcdo do menor véo da laje. No entanto, dependendo
do grau de flexibilidade das vigas de bordo, essa ndo serd necessariamente a direcdo da maior
solicitagdo. Silva e Horowitz (2008) chegaram a conclusdo semelhante em sua anélise, observando
que a consideracdo da flexibilidade das vigas de apoio levou a um aumento dos momentos fletores
das lajes e uma redugdo dos momentos fletores das vigas.

Araujo (2008) alerta que ao considerar o engastamento de lajes com continuidade com lajes
adjacentes, e ao utilizar a teoria de placas para a obtencéo das solicitaces, ndo se obtém valores
confiaveis para os esforcos solicitantes em lajes apoiadas sobre vigas flexiveis. Estudos realizados
por Arman (2014) comprovam que o deslocamento de lajes de concreto armado depende da rigidez
dos apoios, onde foi observado que o deslocamento no meio da laje diminui com o aumento da
rigidez das vigas de apoio. Conclusdes semelhantes foram apresentadas por Abdel-Karim (2006) e
Galyautdinov (2017).

Analises efetuadas por Tangwongchai et al. (2011) destacam a importancia de se considerar a
flexibilidade das vigas de apoio das lajes para uma andlise estrutural mais precisa dos elementos
estruturais. Além disso, Bueno e Loriggio (2016) e Galyautdinov (2017) observaram que a rigidez
das vigas de apoio também influencia nas propriedades dindmicas da estrutura, além das
propriedades estaticas que sao influenciadas pela flexibilidade das vigas de apoio.

3. Modelo proposto para aplicacao de apoios elasticos na Teoria de Grelha

Para calcular as solicitagdes em lajes de concreto armado utilizando a metodologia proposta
neste estudo, é adotada a mesma abordagem utilizada na Teoria de Grelha. Essa metodologia
consiste na subdivisdo da laje em faixas ortogonais de largura unitaria. A Figura 1 ilustra uma faixa
de laje suportada por vigas.
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FAIXA DE LAJE .

y I-2 viga = Ly

Liviga = Lx

Figura 1 — Faixa de laje apoiada sobre vigas.

Na Teoria de Grelha com apoios flexiveis, 0 modelo estrutural adotado parte da premissa de
que as vigas de borda sdo simplesmente apoiadas nas extremidades e apresentam deslocamento em
resposta a carga da faixa de laje, conforme pode ser verificado na Figura 2.

FAIXA DELAJE - Y

Figura 2 — Deslocamento nas vigas de apoio da laje.

Os modelos estruturais utilizados para o calculo do deslocamento da viga de bordo s&o
apresentados na Figura 3.
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CALIBRAGEM 0
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a) Modelo estrutural da faixa de laje b) Modelo estrutural da viga de apoio

CALIBRAGEM 1

Carregamento Carga distnbuida da faixa de laje
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a) Modelo estrutural da faixa de laje b) Modelo estrutural da viga de apoio
CALIBRAGEM 2
Carregamento Carga distnbuida da faixa de laje
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a) Modelo estrutural da faixa de laje b) Modelo estrutural da viga de apoio

Figura 3 — Modelos estruturais para o calculo do deslocamento da viga de apoio.

4.1 Célculo das solicitacGes pelo modelo proposto

O calculo do deslocamento da faixa de laje € obtido pela soma do deslocamento devido ao
carregamento distribuido da faixa com o encurtamento elastico dos apoios. Assim, o deslocamento
final da faixa de laje é dado pela equacéo 2.
A= A, + A, (1)

4
A= _iqua]e _E (2)

Onde a é um coeficiente que depende do tipo de vinculacdo da faixa, g é a carga distribuida
na faixa de laje, P € a carga concentrada na viga devido ao carregamento da laje, k é o apoio elastico
da faixa de laje (dado em funcdo do tipo de vinculagéo), E1,j. € a rigidez a flexdo da laje e L, €
0 comprimento da faixa de laje.

O calculo do coeficiente K, de distribuicdo de carga na dire¢do X da faixa de laje segue a
mesma sistematica de calculo das solicitacfes pela Teoria de Grelha. O carregamento associado a
faixa Y € dada pela equacéo 4.

Ly* L
<ayE1lL-+ 192k_y>
Kx — aje y (3)

4 4
<£ZxElla]_e+192kx>+<a’yElla]_e+192ky

K, =1-K, (4)




| The Journal of Engineering and Exact Sciences — jJCEC

Os coeficientes a e k sdo obtidos em funcéo do tipo de vinculacdo na faixa de laje, onde o
subindice indica a qual faixa se refere. Os valores foram calculados considerando-se as rigidezes
dos apoios k; e k.

e Apoiado — Apoiado

a=-5 (5)

_ kiks
fe=-2 (k1dz+k21) (6)

e Engastado — Engastado

a = (48B* — 9683 + 328?) (7)
k1

k=— W (8)
B [(24Elmje£—§)+uaje3] )
B [24Ella]-e(2—i+2—§)+2Llaje3]

e Engastado — Apoiado
a=48(1—y)*—96(1 —y)? +192yY(1 — y)? (10)
ky

k=-oaw )

_ 2451mje(2—1)+3L1a1-e3 12)

- A1, A
(24E1,4 je(ﬁ+é)+8Lla je*)

A constante A € um fator que deve ser multiplicado a um determinado deslocamento de
referéncia (modelos estruturais da Figura 3) de forma a se obter o deslocamento final do elemento
estrutural nos casos em que o deslocamento final é diferente dos pré-estabelecidos.

O calculo dos coeficientes a, § e ¥ foram obtidos por meio da equacdo da linha elastica e
verificados por meio do software Ftool, onde foi verificada a exatiddo dos valores. Pode-se constatar
gue ao se admitir apoios infinitamente rigidos (k; = k, = o) 0s coeficientes a, € Y resultam
nos valores utilizados nas condicGes de apoios infinitamente rigidos.

4. Anélise numérica — Modelo 1

O objeto de estudo é uma laje com lados de 3 metros e espessura de 10cm, cujos elementos
estruturais sdo compostos por concreto com modulo de elasticidade constante igual a E=30,672
GPa. Para a andlise, foram utilizadas vigas de bordo com se¢6es de 20x40 (vigas rigidas) e 10x20
(vigas flexiveis). Embora a se¢édo de viga flexivel nédo seja utilizada na pratica, foi adotada apenas
para fins analiticos. A baixa inércia também pode ser interpretada como alguma patologia que leva
a reducdo na rigidez da viga, como fissuracdo excessiva ou baixa resisténcia.

Além disso, a rigidez a torcdo das vigas de bordo foi modificada, com o0s seguintes
percentuais de rigidez elastica a tor¢éo da viga de apoio sendo analisados: 100%, 15%, 1% e 0%. A
reducdo da rigidez a torcdo das vigas de bordo é baseada no item 14.6.6.2 da NBR 6118/2014, que
prevé a consideracdo de um certo grau de reducéo da inércia a tor¢do das vigas de bordo devido a
fissuracdo. Além do estudo comparativo descrito acima, também foi realizada uma analise
considerando a reducdo da rigidez a tor¢éo da laje em 15% do valor original. Para esse estudo, foram
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utilizadas as mesmas hipdteses de analise (reducao da rigidez a tor¢do da viga de bordo e espessura
da laje).

A Figura 4 ilustra o Modelo 1 analisado no software SAP2000. As vigas foram analisadas
como elementos de portico e a laje foi subdividida em elementos de area, sendo utilizado o elemento
SHELL-THIN para caracterizar esses elementos.

Figura 4 — Modelo 1 em laje quadrada e simplesmente apoiada.

As Tabela 1 e Tabela 2 apresentam os valores obtidos na analise numérica em conjunto com
o0s da Teria de Grelha e do modelo proposto. Nos resultados apresentados a sigla RIT faz referéncia
a analise com reducdo da inércia a tor¢do da laje a 15% do valor total.

A partir das analises realizadas, verificou-se que a reducdo da inércia a torcdo das vigas de
borda aumenta 0 momento fletor positivo da laje no modelo numérico e reduz 0 momento negativo
nas bordas, devido ao grau de engastamento na ligacdo entre a laje e a viga de borda. Quando a
inércia a torcdo da viga de bordo é considerada em sua totalidade, a laje tende a se comportar como
uma laje parcialmente engastada nas bordas.

No entanto, ao desconsiderar a inércia a tor¢do das vigas de borda, o comportamento da laje
se aproxima de uma laje simplesmente apoiada. Os resultados com a reducdo da inércia a tor¢do da
viga sdo 0s que mais se aproximam da condicdo de contorno de laje simplesmente apoiada. Os
resultados numéricos mostram um aumento no momento fletor positivo ao se reduzir a inércia a
torcdo das vigas de apoio

A perda de rigidez a torgdo da laje resulta em resultados mais proximos do modelo analitico,
que desconsidera a inércia a torcdo na laje. Os deslocamentos também tendem a aumentar com a
reducdo da inércia a tor¢ao das vigas de borda.

Tabela 1 — Modelo 1: Momento positivo méximo.

MOMENTO POSITIVO MAXIMO (kN.m/m) - LAJE DE 10CM
INERCIA A TEORIADE | MODELO Modelo1 | Modelo1-RIT
TORCAO DAVIGA| GRELHA | PROPOSTO | Laje 10cm Laje 10cm
N 100% 1.406 1.406 0.815 0.95
S E 15% 1.406 1.406 0.97 1.23
¢ R 1% 1.406 1.406 1.08 1.5
0% 1.406 1.406 1.09 1.54
" 100% 1.406 1.406 1.81 1.57
> E 15% 1.406 1.406 1.845 1.43
g =] 1% 1.406 1.406 1.84 1.39
0% 1.406 1.406 1.84 1.39
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Tabela 2 — Modelo 1: Deslocamento maximo.

DESLOCAMENTO MAXIMO (mm) - LAJE DE 10CM
INERCIA A TEORIADE | MODELO Modelo1 | Modelo 1 - RIT
TORCAO DAVIGA| GRELHA | PROPOSTO | Laje 10cm Laje 10cm
" 100% 0.495 0.527 0.314 0.339
< E 15% 0.495 0.527 0.37 0.434
g Q 1% 0.495 0.527 0.41 0.526
0% 0.495 0.527 0.42 0.537
" 100% 0.495 1.01 1.18 1.17
< E 15% 0.495 1.01 1.18 1.17
g = 1% 0.495 1.01 1.18 1.17
0% 0.495 1.01 1.18 1.17

Ao se considerar que as vigas de apoio sdo flexiveis, pbde-se constatar que 0s momentos
fletores, nos modelos com reducdo da inércia a tor¢do da laje, possuem variacao significativa entre
0 centro da laje e sua extremidade, conforme ilustra a Figura 5.

Figura 5 — Variacdo do momento positivo na direcdo X do Modelo 1 - RIT.

Os resultados da Tabela 1 na analise numérica referente ao caso de vigas de borda flexiveis
sdo apresentados como a média dos valores minimos e maximos na regido central da laje. Verificou-
se que a diferenca nos calculos dos deslocamentos entre o Modelo 1 e 0 Modelo 1 - RIT € pequena
para o caso de vigas flexiveis.

A Teoria de Grelha forneceu valores menores do que os obtidos na analise numérica. No
entanto, o modelo proposto apresentou resultados mais proximos dos valores obtidos na analise
numerica.

Entretanto, os valores apresentados nas Tabela le 2 apresentam apenas os resultados
referentes a calibragem 0 (Figura 3). A Tabela 3, por sua vez, ilustra os resultados dos deslocamentos
considerando os modelos estruturais de referéncia para o calculo do deslocamento da viga de borda.
Por se tratar de um sistema isosttico e simétrico ndo ha alteragdo, pelo modelo proposto, dos
momentos fletores, sendo obtidos 0os mesmos apresentados na Tabela 1.
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Tabela 3 — Deslocamento maximo considerando as calibragens.

DESLOCAMENTO MAXIMO (mm)
. . TEORIA MODELO MODELO MODELO
INERCIA A Modelo 1
o DE PROPOSTO PROPOSTO PROPOSTO | Modelo 1
TORCAQ DA VIGA RIT
GRELHA | CALIBRAGEM O | CALIBRAGEM 1 | CALIBRAGEM 2
100% 0.495 0.527 0.56 0.51 0.314 0.239
(=]
g 3 15% 0.495 0.527 0.56 0.51 0.37 0.434
= 8 1% 0.495 0.527 0.56 0.51 0.41 0.526
0% 0.495 0.527 0.56 0.51 0.42 0.537
100% 0.495 1.01 1.46 0.69 1.18 1.17
(=]
g 0 15% 0.495 1.01 1.46 0.69 1.18 1.17
=3 1% 0.495 1.01 1.46 0.69 1.18 1.17
0% 0.495 1.01 1.46 0.69 1.18 1.17

Ao analisar os resultados das calibragens utilizadas, constatou-se que houve pouca variacao
nos valores obtidos e que estes foram semelhantes aos valores obtidos nos modelos que
consideraram a reducdo da inércia a tor¢do da laje, no caso de vigas de borda rigidas. Entretanto, ao
considerar vigas de borda flexiveis, verificou-se que a calibragem 0 apresentou resultados mais
préximos ao Modelo 1 e ao Modelo 1 — RIT.

Pdde-se verificar que a calibragem 2 (viga de borda biengastada) gera deslocamentos da laje
inferiores aos demais modelos. Essa calibragem € adequada ao se utilizar no caso em que 0s apoios
sejam idealizados como pilares de rigidez elevada, que tendem a aumentar o grau de
hiperestaticidade das vigas de apoio.

5. Conclustes

Diversos estudos evidenciam que a flexibilidade dos apoios pode alterar significativamente o
valor das solicitacGes e as propriedades dinamicas da laje. Por isso, as teorias que se baseiam na
condicdo de contorno de apoios rigidos podem nédo ser adequadas em alguns casos. O modelo
proposto baseado na Teoria de Grelha busca apresentar resultados mais precisos para determinar as
reacOes e deslocamentos da laje, inclusive em situacdes de apoios flexiveis.

As analises numéricas mostraram que lajes com apoios flexiveis sempre apresentam
deslocamentos maiores do que lajes com apoios rigidos. A Teoria de Grelha apresentou resultados
pouco precisos para 0s casos em que foram utilizados apoios flexiveis. As solicitacGes obtidas no
modelo proposto foram mais proximas as da analise numérica, dependendo do tipo de calibragem
utilizada.

A técnica adotada de multiplicar o deslocamento da viga por um coeficiente A tem o objetivo
de obter maior precisdo nos deslocamentos sem a necessidade de se obter expressdes analiticas
complexas. Verifica-se que quanto maior o coeficiente A, menor ¢ a rigidez dos apoios e maior € o
deslocamento na faixa de laje. Ressalta-se que o coeficiente A ndo precisa ser necessariamente
superior a 1, podendo obter valores inferiores a 1 caso seja considerada a continuidade da viga ou a
viga engastada nos pilares. Esse fator busca apenas igualar o deslocamento tedrico de viga
biapoiada, utilizado como referéncia, ao deslocamento real da estrutura.

Comparando-se com o0s resultados obtidos na analise numérica pode-se estimar que as
calibragens 0 e 1 fornegam valores mais precisos quando os apoios das lajes sdo idealizados como
apoios simples ou ndo fornegcam rigidez adequada, enquanto a calibragem 2 gera resultados
proximos ao se considerar apoios que restrinjam de certa forma a rotacdo das vigas de borda.

Assim, das analises realizadas, pode-se concluir que o modelo proposto apresentou boa
concordancia e preciséo nos resultados, sendo uma alternativa a ser utilizada no calculo e verificagdo
de lajes com apoios flexiveis.
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