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Resumo

Este trabalho visa desenvolver a modelagem e a linearizagdo de um sistema helicoptero com um
grau de liberdade (1-GDL), utilizando os softwares MATLAB e Simulink. Entdo, projetou-se dois
controladores digitais, via abordagem PID e por realimentacdo de estados, de forma a avaliar a
robustez e a rejeicdo as perturbacfes atraves de indices de desempenho e pelas especificacdes de
projeto. Enfim, pelos resultados obtidos, constatou-se que o compensador via realimentacdo de
estados apresentou melhor atuacéo no processo de estabilizag&o de posicéo angular.
Palavras-chave: Helicoptero com 1-GDL. Controle digital. Abordagem PID. Realimentacdo de
estados. MATLAB.

Abstract
This work intent to develop the modeling and linearization of a helicopter system with one degree
of freedom (1-GDL), using MATLAB and Simulink software. Then, two digital controllers were


https://orcid.org/0009-0008-5034-0560
mailto:isabellecsg08@gmail.com
https://orcid.org/0009-0003-0234-5627
mailto:mica.christie@hotmail.com
https://orcid.org/0009-0002-4692-499X
mailto:igoribeiro.275@gmail.com
https://orcid.org/0009-0000-5998-0216
mailto:gabriellopessantos21@gmail.com
https://orcid.org/0009-0001-8875-0476
mailto:claudiohgsantos@gmail.com

| The Journal of Engineering and Exact Sciences — JCEC

designed, using the PID approach and state feedback, to evaluate robustness and rejection of
disturbances through performance indices and design specifications. Accordingly with the results
obtained, it was found that the compensator via state feedback showed better performance in the
angular position stabilization process.

Keywords: Helicopter with 1-GDL. Digital control. PID approach. State feedback. MATLAB.

1. Introducéo

Atualmente, a industria 4.0 considera o0 uso, a apropriacéo e o desenvolvimento de veiculos
ndo tripulados como uma tecnologia emergente. Logo, o0 investimento e consumo para esse
mercado estd previsto atingir 40 bilhdes de dolares até 2025 (Huawei, 2018), fomentando
pesquisas nessa area. Assim, o desenvolvimento de estudos em um esquema de sistema
helicoptero com um grau de liberdade (1-GDL) possibilita a implementacdo de técnicas de
controle. Estas podem ser aplicadas em situacdes reais de controle de voo, com o intuito de
analisar o comportamento de veiculos aéreos ndo tripulados e entre outros (Barbosa et al., 2016).

Entdo, este trabalho propde a linearizacdo e a discretizacdo de um sistema helicoptero 1-
GDL. Para sua modelagem caixa-branca, utilizou-se como base uma planta didatica do modelo,
como mostrado na Figura 1, considerando as devidas adaptacfes. Diante disso, utilizou-se as
ferramentas computacionais MATLAB e Simulink para implementacao e simulacdo do sistema.

Figura 1 — Planta didatica do sistema helicéptero 1-GDL.

Como apresentado pela Figura 1, tem-se que o sistema € constituido por uma haste acoplada
a um eixo rotacional fixo, em que uma das suas extremidades, possui um motor DC junto a uma
hélice, formando o sistema de propulsdo. Entdo, o processo é iniciado com o envio de um sinal
PWM (Pulse Width Modulation) ao driver de controle de velocidade eletrdnico através do
microcontrolador. Com isso, esse sinal é convertido em velocidade de rotacdo do motor que, por
sua vez, produz uma variacao angular no eixo rotacional acoplado a haste do helicoptero.
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Para o controle do processo, € possivel aplicar diversas técnicas de controle, como a
abordagem PID (Proporcional-Integral-Derivativo) e via Realimentacdo de Estados. O controlador
do tipo PID é muito utilizado industrialmente, com aplicacdes em motores elétricos, sistemas
pneumaticos, elétricos, hidraulicos e entre outros. Ele é conhecido devido ao seu bom
desempenho, simplicidade e robustez na presenca de incertezas (Salih et al., 2016). No caso do
controle via realimentacdo de estados, ele é bem mais eficiente e potente do que o controle por
realimentacdo das saidas, podendo ser utilizado como um regulador de estados. Assim, ele pode
ser aplicado em sistemas que necessitam ter uma condicdo fixa de operacdo. Portanto, para este
estudo, a partir da definicdo de um ponto de operacéo para o sistema helicoptero 1-GDL, visou-se
projetar dois controladores digitais, um do tipo PID e um via Realimentacdo de Estados, com o
intuito de comparar seus desempenhos e avalid-los qualitativa e quantitativamente na malha de
controle do processo.

Por fim, este trabalho é organizado em: é apresentado na Secdo 2 os metodos para a
estruturacdo do sistema em estudo, na Secdo 3 é mostrado sobre o desenvolvimento das
simulacdes do processo, ja na Secdo 4 sao descritos os resultados e as devidas analises realizadas.
Enfim, na Secdo 5, apresenta-se as consideragdes finais do estudo desenvolvido.

2. Métodos para a Modelagem do Sistema em Estudo

2.1 Modelagem do processo

Para a modelagem do processo, compreendida pelo conjunto haste e motor + hélice,
simplificou-se o sistema considerando-o como um péndulo simples. Entéo, ele é composto por um
corpo rigido de massa m (conjunto motor e hélice) na extremidade de uma haste de massa
desprezivel e de comprimento r,, assim como demonstrado na Figura 2.

Figura 2 — Simplificagio do sistema helicoptero 1-GDL como um péndulo simples.

Logo, quando ha envolvimento de rotacGes de corpos, considera-se a Segunda Lei de
Newton para rotacdes (Halliday, 2008), dada por:

Tres =1 @ 1)
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sendo: T, 0 torque resultante que age sobre o corpo rigido ou particula, I € 0 momento de inércia
e a € a aceleracdo angular. Dessa forma, aplicando a Equacéo 1 ao sistema apresentado na Figura
2, obteve-se:

Tm_TFg_TatZIm'é (2)

em que: t,, é o torque produzido pelo motor, Tf, é o torque produzido pela for¢ca peso do motor,

T4 € 0 torque produzido pela forca de resisténcia do ar, I,, ¢ 0 momento de inércia do motor em
torno do eixo de rotacdo e 6 é a aceleracio angular da haste. Como o torque é um vetor
perpendicular ao plano formado pelos vetores forga e raio de rotagdo, entdo € necessario obter a
componente da forga peso, F;, perpendicular ao plano da haste. Logo, isso resultou em:

Tp, = Mgr, sinf (3)

sendo: m a massa do motor, g € a aceleragdo da gravidade, r, é o raio de rotagdo do péndulo

(comprimento da haste) e 6 é o deslocamento angular da haste. Além disso, o torque 7,; € descrito
como:

Tat = Kape (4)
no qual: K, € a constante de arrasto.

Assim, substituindo as Equac@es 3 e 4 na Equacdo 2, tem-se:

. Tm—mgry, sin 0—K;,60
0 =—"—2F e (5)

Im

2.2 Modelagem do Motor
O atuador do sistema em estudo se trata de um motor do tipo DC. Sua modelagem foi
baseada no circuito apresentado na Figura 3.

Figura 3 — Circuito de armadura de um motor DC.

Diante disso, o conjunto de equagGes que descrevem o motor séo (Umans, 2014):
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{ Tm = Kr " i4(t) ©)

La2 4+ Ry iy = vy —w- K,
em que: K; € uma constante de torque, i, € a corrente de armadura, L, é a indutancia do
enrolamento de armadura, R, é a resisténcia de armadura, v, é a tensdo de armadura, w € a
velocidade angular do motor e K, é uma constante da forca eletromotriz.

Logo, de acordo com os termos presentes no conjunto de Equacdes 6, considerou-se a
igualdade:

v, —w- Ky =v, @)

Substituindo a Equacdo 7 na Equacéo 6 e, em seguida, aplicando a transformada de Laplace,
obtém-se:

1

Iy = Vp (8)

" SL+Rg

2.3 Modelagem do Sensor

Como o sensor do sistema € um potencidmetro, tem-se que o principio de sua modelagem é
um divisor de tensdo obtido através da variacdo de sua resisténcia de acordo com a rotacdo de seu
eixo. Dessa forma, a resisténcia variavel € obtida por um fator de conversdo descrito por uma reta.

Além disso, o péndulo possui uma limitagdo fisica, restringido ao intervalo entre —% e % de
variacdo angular. Entdo, os coeficientes linear e angular da equacéo da reta sdo dados por:

Ry === ©)
em que: R, é a resisténcia variavel e R, € a resisténcia fixa. Logo, ao aplicar o divisor de tenséo

nessa resisténcia, tem-se:

Ry

sendo: V;, a tensdo de saida e Vy a tensdo de alimentacdo do potencidmetro. Além disso,
adicionou-se na saida do sensor um conversor analdgico digital, seguido da saturacdo, da
quantizacdo e da amostragem do sinal.

2.4 Taxa de Amostragem

Ao se tratar do periodo de amostragem T, deve-se analisar as condi¢des de limite inferior e
superior para a selecdo do valor dessa taxa. Portanto, para o limite inferior, tem-se na préatica que
T, — 0; porém, existem fatores que podem influencia-lo e que estdo relacionados ao hardware,
sendo eles: tempo de processamento, 0 tempo de aquisicdo e o atraso na medicdo pelo sensor.
Diante disso, para o limite superior, tem-se que a taxa de amostragem deve ser:

T, <~ (11)

em que: f, é a frequéncia de amostragem. Disso, pelo teorema da amostragem, um sinal Y (s)
limitado em banda deve ser amostrado por uma f;, satisfazendo a relacao:

£>2 fa (12)
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sendo: f,; a frequéncia de Nyquist, em que ela é a maxima frequéncia que pode ser codificada, de
forma que o sinal Y(s) possa ser reconstruido (Phillips et al., 2014). Contudo, empiricamente,
sugere-se que, para obter a taxa de amostragem, deve-se considerar:

fs=10"fq (13)

Dessa maneira, existem métodos para determinar a frequéncia de amostragem f;. Uma forma
é a partir do diagrama de bode do sistema, em que € possivel adquirir a frequéncia de corte f;,
referente ao ponto de atenuacdo de —3 dB da faixa de passagem. Com isso, aplica-se o valor de
fa, em Hz, na Equacédo 13 e, por fim, substitui-se o f; calculado na Equacéo 12. Além disso, outra
maneira ¢ o Método dos Relés, que consiste na utilizacdo de ‘‘relés’” em malha fechada com o
objetivo de provocar oscilagdes limitadas e controladas no processo e, a partir disso, estimar sua
resposta em frequéncia (Campos et al., 2008). Para sua implementacdo, deve-se ter apenas uma
base do ganho estético do processo. Portanto, tem-se que:

+h, see(t) >0,

—h, see(t) <0, (13)

u(t) = {

em que: +h éoreléee(t) éo erro, sendo que esse Ultimo tem suas condigdes utilizadas de acordo
em como ele esté definido e se a agdo é indireta ou direta.

2.5 Abordagem PID Digital

O controlador PID (Proporcional-Integral-Derivativo) age a partir do calculo do “‘erro’” entre
a variavel controlada e o ‘‘setpoint”’. Entdo, em funcdo do erro, cria-se um sinal de controle com
0 intuito de eliminar o desvio (Campos et al., 2008; Astrom et al., 1995). Dessa maneira, para a
implementacdo de um PID digital (Lages, 2010), tem-se que a sua fun¢do discreta é dada por:

C(z) =K, + Ci(2) + C4(2) (14)

em que: K, € o ganho proporcional, C;(z) e C4(z) estdo relacionados ao parametro para o termo
integral e para o derivativo, respectivamente. Portanto, pode-se realizar a aproximacao para a acao
integral e derivativa através de diversas abordagens, sendo uma delas a backward differences.
Diante disso, especificando-a a partir da Equacdo 14, tem-se:

sendo T; = L (15)

Z
Cl(z) - Kp Ti(Z—l), T,

Ci(2) = Kprd@, sendo T4 = La (16)

z Ts

nos quais: T, é o periodo de amostragem, T; e T; sdo o tempo integrativo e derivativo,
respectivamente. Logo, substituindo as EquacBes 15 e 16 na Equacdo 14, constatou-se que a
funcdo do controlador PID via aproximacao backward differences é dada por:

1+27, T
42 d ,,_Td

1 1
1+T—i+‘rd 1+T—i+‘[d

C(2) =K, (1 + Ti + rd) (17)

z(z—1)

Disso, observando a Equacdo 17, tem-se que essa aproximacao do controlador PID digital
possui um polo em z = 1 e outro polo em z = 0, além de dois zeros reais ou complexos.

2.6 Abordagem via Realimentacdo de Estados
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Considerando um modelo linearizado de um sistema representado em espaco de estados a fim
de realizar a alocacdo de polos (Ogata, 2010), tem-se:

x=Ax+Bu
Y=Cx+Du (18)

em que: x € R™ é o vetor de estados; A € R™ ", C € RP*™ sdo matrizes, u é o sinal de controle,
B € R™" ¢ o vetor de entrada e a matriz D = 0; para um sistema estritamente proprio. Caso a
realimentacéo seja feita nos estados, cada um deles pode ser associado a um ganho, sendo:
u=r—Kx (19)
no qual r é um valor de referéncia e K é dado por:

K=1[Ky K; - Kn_1 kgl (20)

Desse modo, considerando que a malha fechada de um sistema de ordem n possui um
polinbmio ménico, com equacao caracteristica dada por:

ADesejado(s) =s"+ an—lsn_1 +-tas+a;=0 (21)
em que: n coeficientes determinam os polos de malha fechada. Entdo, assumindo que o modelo
linear no espaco de estados esteja na forma canénica, ele possui um polindmio caracteristico
denotado por:

A(S)=s"+ap_1s" 1+ 4+a;s+a,=0 (22)

Assim, o modelo linear canbnico pode ser representado na forma matricial, com base no
sistema de equacdes em 18, sendo:

0 1 0 0 0
L

—®y —a; —Qp —Qn-1 1
cC=[C C, Coey C; Ci], D=0 (23)

Cuja equacdo caracteristica € dada por:

Ayr(s) = s+ (ap_q + kpy)s™ 1+ -+ (ayg+ k) =0 (24)
Assim, € necessario que:

Apesejado (s) = Ayr(s) (25)
Portanto, os elementos da matriz K, na Equacéo 20, séo dados por:

ki=ai_1—ai_4, i=1,,n (26)
Entretanto, a inclusdo do ganho de caminho direto ndo é adequada se os parametros da planta

ndo sdo conhecidos ou variaveis, o que ocasiona falta de robustez ao seguimento de referéncia.
Alternativamente, pode-se fazer a realimentacdo unitaria de saida com integracdo do sinal de erro

(Nise, 2012). Logo, tem-se:
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x(t) = Ax(t) + Bu(t) + B,w(t)
y(t) = cx(b) (27)

E, para projetar um controlador por realimentacdo de estados K com acao integral sobre o
erro de regulacgdo k,, basta projetar [K  —k,]| para o par:

A=[4 s @

Com isso, para o projeto de controladores baseados em modelos no espaco de estados, tem-se
que a informac&o atual da planta, X (k), est& disponivel em um instante de tempo k. Pressupondo
que todas as varidveis de estado sdo mensurdveis, € necessario estima-las utilizando um
observador de estados (Dorf, 1998), descrito como:

x(t) = A%(t) + Bu(t) + L(y — c 2(t)) (29)
3. Desenvolvimento

A estrutura da modelagem do sistema estudo foi montada a partir de um diagrama de blocos
no software MATLAB Simulink, podendo ser visualizado na Figura 3.

= % E |’> =) I’E e D D |'> |'>
= ~
|_D
F—p>—=
Figura 4 — Diagrama de blocos da modelagem do sistema helicoptero 1-GDL.
Assim, os valores para todas as constantes envolvidas no sistema sdo explicitados na Tabela
1.

Tabela 1 - Valores dos parametros utilizados na simulacéo do sistema da planta helicoptero
1-GDL.

Parametro Simbolo Valor Unidade
Massa do conjunto

motor e hélice 0.25 kg
Gravidade g 9.81 m/s?
Constante da forga K, 0.01 i
eletromotriz
Indutancia
enrolamento de L 0.5 H
armadura
Resisténcia de R, 1 Q
armadura
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Constante de torque K; 0.01 NTm
Raio do motor Tm 0.01 m
Momento de inércia do J 1.95.10° ka - m2
motor m ' g
Constante de empuxo K; 5 -
Comprimento da haste Ty 0.25 m

Ganho do arrasto

o K, 0.1 -
aerodinamico
Ganho ,dp atrito K, 1 i
estatico
Ganho do atrito
Viscoso Keyise 0.01 i
Momento de inércia do
péndulo Jp 0.0156 kg - m?
Const_anEe d_e atrito da Keap 0.03 i
resisténcia do ar
Ganho do K, 9.77 -
potencidmetro
Tenséo de alimentacao v 5 v
do sensor
NUmero de bits do 10 i
conversor
Ganho do conversor Kaac 204.8 -
Resisténcia maxima do R, 10 kQ

potenciémetro

3.1 Linearizacao e Discretizacdo do Sistema

Para a linearizacdo do sistema, utilizou-se dos comandos trim e linmod para obter os pontos
de ajuste do sistema dindmico e, entdo, extrair o modelo linear em tempo continuo via espaco de
estados em torno do ponto de operacdo. Assim, definiu-se o ponto de operagdo em 0.785398 rad
ou 45°. Para alcanca-lo, aplicou-se uma tensdo de entrada de 6.5326 V. Logo, o modelo
linearizado de tempo continuo do sistema em espaco de estados foi dado sendo:

0 0 0 1 0
_ 0 —-7121 1600 0 10
4= 0 -0.01 -2 0 'B_1’
—27.75 42.14 0 —-1.92 0
C=[1 0 0 0], D=]0] (30)

Entdo, para representar o sistema visto em 30 através de sua fungdo de transferéncia G (s),
utilizou-se 0 comando ss2tf para a conversdo. Obteve-se:

G(s) = 6.742:107% (31)

§4+712553+2.796-10"452+2.25-10"55+3.956-105

Analisando a funcdo da Equacdo 31, tem-se que o sistema € estavel e os polos estdo
posicionados no plano s em: s; = —7121.08, s, = —2.0023, s3, = —0.95982 £+ 5.17915i.
Dessa maneira, optou-se por pré-compensar o polo s;, de forma a diminuir a ordem do sistema.
Por conseguinte, adquiriu-se:
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Gl (S) — 9.468 (32)

$3+3.92252+31.595+55.56

Entdo, para determinar o tempo de amostragem, T, a ser utilizado em tempo discreto,
simulou-se o diagrama de Bode do sistema descrito na Equacdo 32. Ele ¢é apresentado na Figura 5.

Bode Diagram

20 F i

40 F i

-60 | b

Magnitude (dB)

-80 b

-100 L L

©
)

Phase (deg)

-180

-270 L L
107" 100 10 102
Frequency (rad/s)

Figura 5 — Diagrama de Bode do sistema.

Observando a Figura 5, tem-se que a frequéncia de corte ¢ dada por wy; = 5.81 rad/s.
5.81

Convertendo esse valor em Hz, adquiriu-se: f; = = 0.925 Hz. Diante disso, calculou-se o
periodo de amostragem Ts. Substituiu-se a Equacdo 11 em 13, adquirindo-se:

11
S 7 fq10  0.925-10

= 0.1s. (33)

Assim, a fim de validar o valor encontrado para T, aplicou-se 0 método dos relés. Visto que
0 ponto de operacgdo € alcancado a partir de uma tensdo de entrada de 6.5326 V, entdo, para esse
método, a entrada foi fixada em 3V e em 9V. Logo, o primeiro valor é aplicado quando a
diferenca entre o ponto de operacdo e a saida do sistema € negativa e o segundo valor quando essa
diferenca € positiva. Desse modo, a curva de resposta do sistema para esse processo € apresentada
na Figura 6.

Pela andlise da curva na Figura 6, constatou-se que o periodo de oscilacdo da resposta é t =
1.12 s. Consequentemente, a frequéncia de corte do sistema é dada por f; = 1.12 Hz. Portanto, 0
periodo de amostragem, Ty, também pode ser calculado como:

T,=——=——2=0.09s (34)

fqa-10  1.12:10

Portanto, considerando a proximidade entre os valores encontrados por ambos os métodos,
preferiu-se adotar o periodo de amostragem sendo: Ty = 0.1 s. Logo apos, adquiriu-se a fungédo
discretizada do sistema através do comando c2d no MATLAB, resultando na fungdo de
transferéncia no plano z descrita como:

0.00141222+0.0050552z+0.001161 (35)

z3-2.39722+2.1182-0.6756

G(z) =
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o]
(e}

Deslocamento Angular [°]

N w B an ()] ~
o o o o o o
T T T T T T
1 1 1 1

-

o
T
1

Tempo [s]
Figura 6 — Resposta temporal do sistema submetido ao Método do Relé.

3.2 Projeto de Controlador PID Digital

O projeto do controlador PID digital foi desenvolvido utilizando o modelo linear discretizado
e simplificado apresentado na Equacao 35. Entdo, fez-se a alocacdo dos polos e zeros no seu lugar
geométrico das raizes, a fim de melhorar os parametros de malha aberta. Buscou-se aprimorar o
sobressinal maximo, 0Sy,, de 2.01% e o tempo de acomodacao, t, de 2.76 s do sistema.

Assim, para a aproximacao backward, os polos foram posicionados em z = 0 e z = 1. Além
disso, esse modelo de controlador possui dois zeros e, entdo, restou posicionar os zeros de forma a
obter a resposta da malha fechada desejada. Portanto, com o0s ajustes na posi¢do dos zeros e do
ganho com o uso da ferramenta root locus editor do sisotool, chegou-se nas posicdes z = 0.4486
e z = 0.5926 que, juntamente com o ganho de K = 2.257, resultou no lugar geométrico das
raizes apresentado na Figura 7.

Root Locus

Imaginary Axis
o

Real Axis

Figura 7 — Lugar geométrico das raizes do controlador PID convoluido com o modelo linear
discretizado e simplificado.
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Por ultimo, tem-se que a funcdo de transferéncia para o controlador PID digital dada por:

2.257(2—0.4486)(z—0.5926) _ 2.2572z2-2.352+0.6

z(z-1) 72—z

C(z) = (36)
3.3 Implementacéo da Equacéo a Diferenca do Controlador PID Digital

A implementacdo do controlador PID digital projetado foi obtida via comando pid no
software MATLAB. Os valores dos parametros de interesse para cada caso, sendo 0s ganhos:
proporcional K, derivativo K; e integral K;, foram ajustados. Logo, eles sdo apresentados na
Tabela 2.

Tabela 2 — Valores dos parametros K, K; € K; do controlador PID digital.
K, K, K;
1.15 0.06 5.07

Dessa forma, com os valores da Tabela 2, implementou-se um algoritmo de equacdo a
diferenca no bloco MATLAB function (fcn) utilizando linguagem C. Ele foi baseado na
aproximacdo backward differences, como é exemplificado na Figura 8. Com isso, 0 diagrama de
blocos para malha de controle com o PID pode ser visualizado na Figura 9.

function u = fcn(e)
Ts = ©.1; %Periodo de amostragem [s]
Kp = 1.15; %Ganho proporcional

Ki = 5.07 %Ganho integral

Kd = @.86 %Ganho derivativo

uMax = 8.5; %Sinal de controle maximo
uMin = @; #%Sinal de controle minimo

persistent ui;
persistent eA;

if(isempty(ui))
ui = @; %ui(k)
e = 9; %e(k-1)

end
up = Kp*e; %up(k) = Kp*e(k)
dui = Ki*Ts*e; %dui(k) = Ki*Ts*e(k)

ud = (Kd/Ts)*(e - eA);  %ud(k) = (Kd/Ts)*(e(k) - e(k-1))

u=up +ud + ui + dui; Zu(k) = up(k) + ud(k) + ui(k) + dui(k)
eh = g; 7e(k-1) = e(k)

if(u < uMax && u > uMin) %Filtro Anti-Windup da a¢do integral

ui = ui + dui; %ui(k) = ui(k) + dui(k)
end

Figura 8 — Implementacéao do controlador PID digital.
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Figura 9 — Diagrama de blocos da malha fechada com controlador PID digital.

3.4 Projeto de Controlador Digital via Realimentacéo de Estados com Acéo Integral

Através do comando tf2ss, visou-se encontrar uma representacdo do sistema no espaco de
estados. Para isso, utilizou-se a funcdo de transferéncia do sistema simplificado na Equacédo 32 e,
assim, obteve-se:

—3.922 -31.589 -55.556 1
A= 1 0 0 , B= O]
0 1 0 0

C=1[0 0 9.468], D=1[0] (37)

Em seguida, visto que o controle se dara em tempo discreto, entdo se realizou a discretizacéo
da representacdo mostrada no conjunto matricial da Equacéao 37, resultando em:

0.549 —-2.710 —4.347 0.0783
Ad =(0.078 0.856 —0.238|, Bd =[ 0.0043 ]
0.004 0.095 0.992 0.000149
Cd=[0 0 9.468], Dd = [0] (38)

Com isso, sabendo que a malha de controle sera acrescida de um integrador, entdo se fez
necessario encontrar as matrizes A e B aumentadas, sendo elas:

0.078 0.856 —0.238 0
0.004 0.095 0992 0f

—0.041 -0900 -9.389 1
0.0783

_ [ _ | 0.0043
aum Cd Bd 0.0001
~0.0014

Ad =

0.549 —-2.710 -—-4.347 0
aum Cd Ad 1]

Bd (39)

Verificou-se a controlabilidade do sistema em estudo através dos comandos ctrb e rank do
MATLAB, sendo, respectivamente, um comando para encontrar a matriz de controlabilidade e o
outro para calcular o posto da matriz. Com isso, com o fornecimento das matrizes Ad,,;, €
Bd m, adquiriu-se:
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0.0783 0.0307 —0.0135 -0.0444
0.0043 0.0098 0.0105 0.0075
0.0001 0.0009 0.0019 0.0029
—0.0014 -0.0099 -0.0283 —0.0555

Cn = (40)

em que C,, possui posto 4. Portanto, o sistema é controlavel.

Adiante, visando que o sistema atue em malha fechada, estabeleceu-se os critérios e
especificacfes de desempenho para esse modo de operacdo. Desse modo, para a melhoria dos
parametros obtidos para a resposta em malha aberta, fixou-se uma reducéo nos valores relativos ao
sobressinal mé&ximo, 0S,,, € ao tempo de acomodagdo, t;. Entdo, os novos valores sdo de,
respectivamente, 0Sy, = 2% ety = 2 s.

Assim, calculou-se os polos dominantes de malha fechada relativos as especificacdes de
desempenho desejadas. Para isso, encontrou-se 0s novos valores para o coeficiente de
amortecimento, &, e para a frequéncia natural, w,,, de malha fechada, sendo eles:

_ —In (OS%)

§= Jm2+In2(0Sy,) = 0.7797 (41)
Wy = git = 2.5650 (42)

Portanto, tem-se que os polos dominantes séo:

Sip = —Ewy + wp /1 — E2 = =2 + 1.606] (43)

Logo, como o sistema em estudo é de ordem 3 e haverd o uso do integrador, entdo sera
preciso utilizar 4 polos. Dessa forma, é necessario adicionar mais dois polos que nédo interferirdo
na dindmica do sistema. Com isso, eles foram posicionados em: S; = —20 e S, = —21, de modo
que a parte real foi de pelo menos dez vezes maior comparado a Re(Sy ;).

Em seguida, como o objetivo é encontrar um controlador via realimentacdo de estados em
tempo discreto, foi preciso realizar o mapeamento dos polos do plano s para o plano z, sendo que
se utilizou a relacao:

7 = 5T = g(0jo)T — 0T | jjwT (44)

em que: o é a parte real, jo € a parte imaginaria e T é o periodo de amostragem. Diante disso,
substituindo os valores dos polos encontrados em S; 5, S3, S, € 0 valor do tempo de amostragem
dado por T; = 0.1 s na Equacéo 44, obteve-se:

Z;, = 0.808 £ 0.1309j (43)
E, também: Z; = 0.1353 e Z, = 0.1225. A partir disso, obteve-se o vetor P:
P =1[0.8082 + 0.1309; 0.8082 —0.1309j 0.1353 0.1225] (44)

O vetor P contém os autovalores de (Adgym — Bdaum - K). Disso, utilizou-se o comando
place para encontrar K, resultando em:

K =[12.9922 105.177 319.086 —5.3649] (45)
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Sabendo que K = [K, —Kg], em que K, é uma matriz 3 X 1 do ganho e K, é o ganho do
integrador, tem-se:

K, =[12.9922 105.177 319.086] (46)
K, = 5.3649 (47)

3.5 Projeto do Observador de Estados

Para o projeto do observador, inicialmente se verificou a observabilidade do sistema através
dos comandos obsv e rank do MATLAB, sendo o primeiro para encontrar a matriz de
controlabilidade e o segundo para calcular o posto dessa mesma matriz. Com isso, fornecendo as
matrizes A e C presentes no conjunto matricial da Equagéo 37, resultou em:

0 0 9.4677
O, = (0.0406 0.9002 9.3892 (48)
0.1330 1.5533 8.9203

em que O,, possui posto 4. Portanto, o0 sistema é observavel. Logo, propds-se um vetor P, para o
observador, contendo seus autovalores. Disso, especificou-se para 0 observador um
comportamento com autovalores 8 vezes mais rapidos que os da malha fechada, resultando em:
A =0.2,1, =0.21 e A; = 0.22. Diante disso, obteve-se:

P, =[0.2 021 0.22] (49)

Em seguida, sabendo que 44, 4, e A5 sdo autovalores de (Ad — K, - Cd), entdo se utilizou do
comando place para encontrar K,. Adquiriu-se:

K, =[-3.2542 0.7006 0.1867] (50)

Por fim, o diagrama de blocos da malha de controle pode ser visto na Figura 10.

Figura 10 — Diagrama de blocos da malha fechada com controlador via Realimentagdo de
Estados.

4. Resultados e Discussoes

Para a simulacdo do sistema apresentado na Figura 10, introduziu-se uma entrada degrau de
6 V no atuador e, com isso, obteve-se a curva apresentada na Figura 11. Nela, é possivel observar
um deslocamento angular de 0.7 rad na haste, equivalente a 40.1°.
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Figura 11 — Simulacéo da resposta do sistema para o deslocamento angular a uma entrada
degraude 6 V.

Entdo, aumentou-se gradativamente a tensdo de entrada, de modo a adquirir o valor de
transicdo para a instabilidade do sistema. Pela Figura 12, é exposto pela curva que, ao alcancar a
tensdo de 9V, em t = 3 5, a haste ultrapassa os 90°de inclinacdo. Esse momento caracteriza
quando o valor do torque do motor supera o torque produzido pela forca gravitacional na haste do
sistema, resultando em uma rotacdo em loop do péndulo, instabilizando-o e saturando a saida do
sensor.

40 T T T T T T

Theta [rad]
- N N w w
[6)] o [6)] o [4)]

-
(=)
T

Tempo [s]
Figura 12 — Simulago da reposta do sistema a uma entrada degrau de 9 V.

Adiante, simulou-se as fun¢des de transferéncia do sistema em tempo continuo, Equacéo 32,
e em tempo discreto, Equacdo 35, a uma entrada ao degrau de amplitude A = 6.5326, como é
apresentado na Figura 13.

Pela Figura 13, observou-se que as curvas sdo analogas, com a resposta do modelo
discretizado sendo submetido a uma operagdo de amostragem do sinal continuo no tempo a cada
periodode Ty = 0.1 s.
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Figura 13 — Resposta temporal dos modelos linearizados em tempo continuo e em tempo
discreto submetidos a uma entrada ao degrau.

Além disso, aplicou-se uma sequéncia de degraus com amplitudes distintas nos modelos do
sistema descritos nas Equacdes 32 e 35, visando valida-los. As respostas temporais obtidas foram
expostas na Figura 14. Dessa forma, obteve-se curvas com 0 mesmo comportamento de resposta
em todos os degraus, tanto nos positivos e quanto nos negativos.

60 T T T T T T T T T

(&)
o
T
1

N
o
T
1

Deslocamento angular [°]
N w
o o
T T
1 1

Modelo linear continuo no tempo
Modelo linear discreto no tempo

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tempo [s]

Figura 14 — Validacao da resposta dos modelos linearizados em tempo continuo e em tempo
discreto submetidos a uma sequéncia de degraus.

Portanto, constatou-se a validade dos modelos lineares obtidos para a representacdo da
planta ndo-linear em estudo, alem dos parametros de malha aberta, sendo o sobressinal maximo,

0Sy, = 2.01 %, e 0 tempo de acomodacao, t; = 2.76 s.
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4.1 Validacao do Controlador PID Digital

Buscou-se realizar a validagdo em malha fechada do controlador PID digital, através da sua
funcdo de transferéncia discreta é dada na Equacdo 36. Disso, aplicou-se um sinal de referéncia
com valor de 0.785398 rad, equivalente a 45°, para uma entrada ao degrau. Além disso,
introduziu-se um degrau em torno do ponto de operacdo, em t = 10 s, com amplitude de 3.7°.
Dispbs-se também de uma perturbacdo em t = 16 s. Logo, a validacdo da resposta temporal da
malha fechada de controle é exposta na Figura 15.

70 T T T T T T T T T
Malha Fechada

— — Referéncia

30

Deslocamento angular [°]

N
o

10

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tempo [s]

Figura 15 — Resposta ao degrau em malha fechada com controlador PID e com aplicacéo de
perturbacéo.

Pela Figura 15, foi possivel analisar a curva de resposta do sistema em malha fechada com o
controlador PID projetado. Constatou-se um sobressinal de 0S,, = 1.95% e um tempo de
acomodacédo de t; = 2.4 s. Disso, comprovou-se que as especificacdes de malha aberta para o
sobressinal maximo e o tempo de acomodacdo foram ambas melhoradas, inclusive mantendo
também o efeito de rejeicdo de perturbacdo proporcionado pelo integrador.

Além disso, é valido ressaltar que a resposta compreendida entre o intervalo de 0s <t <
10 s obtida para a malha de controle, relativa ao periodo de estabilizacdo do sistema no ponto de
operacdo, nao € relevante para o presente estudo. Pois, o controlador foi obtido a partir do modelo
linearizado em torno do ponto de operacdo, sendo valido somente nessa regido, compreendido no
intervalo entre 10 s < t < 20 s.

4.2 Validacao do controlador digital via Realimentacao de Estados

Implementado o controlador via realimentacdo de estados e montada a topologia com a
adicdo do integrador e do observador, visou-se realizar sua validag&o no sistema. Assim, aplicou-
se 0 mesmo sinal de referéncia, de degrau e de pertubacdo que foram dispostos na malha fechada
com o controlador PID. Entéo, a validacdo da resposta temporal da malha fechada de controle esta
expressa na Figura 16.
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Figura 16 — Resposta ao degrau em malha fechada com aplicacdo de distarbio com
controlador via Realimentacdo de Estados.

Logo, a partir da analise da curva de resposta da malha projetada na Figura 16, obteve-se
como paradmetros o sobressinal maximo de 0S,, = 2% e tempo de acomodagdo de t; = 2.1s. A
partir disso, atestou-se que as especificaces pre-estabelecidas de sobressinal maximo e de tempo
de acomodacédo foram parcialmente atendidas, havendo uma extrapolacdo de 0.1 s no tempo de
acomodacdo especificado. Por fim, como explicado pela analise da malha do PID digital, o
intervalo de resposta referente ao periodo de estabilizacdo do sistema no ponto de operacdo ndo é
relevante.

4.3 Avaliacdo complementar de desempenho

Como forma de realizar uma comparacao quantitativa das malhas de controle, fez-se uso dos
indices de desempenho IAE e RMSE. Dessa forma, utilizou-se como janela temporal o intervalo
10 s < t < 20 s, obtendo-se os valores dispostos nas Tabelas 3 e 4.

Tabela 3 — Valores obtidos para o indice de desempenho IAE.
Malha de Controle  Absoluto  Percentual
Controlador PID 0.1156 1

Controlador
via Realimentacao
de Estados

0.1019 0.88

Tabela 4 — Valores obtidos para o indice de desempenho RMSE.
Malha de Controle  Absoluto  Percentual
Controlador PID 0.2399 0.99

Controlador
via Realimentacéo
de Estados

0.2402 1
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Ao avaliar os numeros obtidos, percebe-se que o indice IAE aponta um desempenho
superior para a malha de controle via Realimentacdo de Estados, sendo este 12% menor do que o
obtido para o controlador PID. Porém, ao realizar a analise através do indice RMSE, a malha de
controle por Realimentacdo de Estados obteve resposta 1% pior em relacdo a malha com o
controlador PID.

5. Concluséao

Existem diferentes maneiras de avaliacdo de desempenho de malhas de controle, sendo uma
delas através dos indices de especificacdo, tais como o tempo de acomodacdo t, e 0 sobressinal
maximo 0S,,. Alem disso, outra forma seria pelos indices de desempenho, tais como o IAE e o
RMSE. Entdo, concluiu-se que, ao realizar a andlise através dos indices de especificacdo, a
resposta obtida pela aplicagdo do controlador por realimentacao de estados, apesar de ndo atender
ao requisito de tempo de acomodacéo, t,, obteve melhor resposta, pois o controlador PID requereu
mais tempo para estabilizar no ponto de operagéo entre os dois tipos de controladores avaliados.

Assim, ao analisar as malhas através dos indices de desempenho, o controle via
realimentacdo de estados apresentou melhor desempenho em apenas um dos indicadores, sendo
pelo IAE, com resposta 12% melhor. Entretanto, ao realizar a analise das malhas com o indice
RMSE, o controlador PID se mostrou apenas 1% superior em comparagdo ao compensador via
realimentacdo de estados. Logo, ao se considerar a analise conjunta dos resultados obtidos pelos
indices de especificacdo apreciados, constatou-se que, comparando as duas malhas de controle em
estudo, o controlador pelo método de realimentacdo de estados observados pode ser apontado com
a melhor resposta e desempenho para o controle do sistema em estudo.
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