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This article has elucidated information about BraamMotion in the ring, something that is
still little explored in the literature. In additig the ideas of feed, metabolic rate and stochastic
restart to the walker were added, features thaehagen gaining ground recently in the study
of random processes. This paper structured padidfierential equations governing this
process for the immortal case of walker, and lafieund analytical solutions to these
expressions. The representation of stationary staealso performed in graphical form, thus
obtaining the distribution function of probabilitgquired. In order to briefly approach the
walker in a deadly process, a graph was produced presents the function between the
number of steps taken by a walker before his daathhis metabolic capacity.

RESUMO

Este artigo elucidou informagfes a respeito do mevito browniano no anel, algo ainda
pouco explorado na literatura. Além disso, forancamhadas as ideias de alimentacéo, taxa
metabdlica e reinicio estocastico ao caminhanteacristicas que vem ganhando espaco
recentemente no estudo de processos aleatérios. &tgo realizou a estruturacdo das
equacbes diferenciais parciais que regem tal preagmra o caso de um caminhante imortal,
além de posteriormente encontrar solucdes anafitfiara estas expressdes. A representacao
do estado estacionario do caminhante também fdizada na forma grafica, obtendo assim
as funcdes distribuicdo de probabilidade requeridasm o intuito de abordar brevemente o
caminhante em um processo mortal, foi produzidgrafico que apresenta a fungdo entre o
numero de passos dados por um caminhante antemdadte e sua capacidade metabdlica.
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1. INTRODUCAO

Robert Brown, boténico inglés, observou no ano de
1828 um movimento desordenado de gréos de polesase
numa solucdo (Brown, 1828). Esse comportamento
posteriormente adquiriu a denominacdo de movimento
Browniano, em homenagem ao botanico. A explicacao
formal para esse movimento erratico permaneceu um
mistério por quase um século. Devido a curiosiddds
cientistas da época, diversas caracteristicas iexg@ais
foram coletadas durante o século XIX (Gouy, 18B@&ntre
as caracteristicas observadas pode-se citar 0o &urdan
intensidade do movimento de acordo com a diminudzio
viscosidade da solugcdo ou do tamanho das partiemas
suspensdo, ou ainda com o aumento da temperatunaido

No ano de 1905 Albert Einstein apresentou uma
explicacdo formal para o movimento misterioso (gims
1905). Sua explicacdo se baseava em duas hipét&ses.
primeira, assume que o movimento do grdo de pélen é
produzido por frequentes colisbes com as molécdias
solvente. A segunda hipétese relata que o complexo
movimento das moléculas de solvente pode ser tiescri
probabilisticamente em termos de colisbes indepdade
Este estudo representou um grande avanco parasatver
campos da fisica e da quimica, entre eles podéaeac
cinética de reacOes e a mecanica estatistica.

O ramo dos processos estocasticos € responséoel pel
estudo de eventos que possuem algum tipo de atzde
associada. Dessa forma, sdo eventos definidos enoge
probabilisticos e ndo de uma maneira exata. Esttermos
mais empregados nesse ramo cita-se a funcao ddesida
probabilidade, funcdo distribuicdo cumulativa e os
momentos estatisticos (Hsu, 2014). A funcdo dedsidk
probabilidade é uma maneira de quantificar a pritidate
de uma determinada variavel aleatorio adquirir usaod
valor ou estar num certo intervalo. A Equacéo ksgmta a
principal propriedade desta funcao.

Pla<x <b] = [ f(x)dx €Y

A propriedade descrita pela Equacao 1 representa
gue a probabilidade da variavel aleatGri@star entre os
valoresa e b é igual a integral da funcdo densidade de
probabilidade, simbolizada porf(x). Dado que a
probabilidade da ocorréncia de um evento é um \alte O
e 1, quando se realiza a integragcdo para todosaloses
possiveis d&, obtém-se que:

P[-w < x < o] = [ f(x)dx =1 @)

A funcdo de distribuicdo cumulativa é definida
como a probabilidade de determinada variavel alieato
possuir um valor inferior a uma quantidddéessa forma,

pode ser relacionada diretamente com a funcadodbiateside
probabilidade pelas Equacbes 3 e 4. Nas quUE(x)
representa a funcéo de distribuicdo cumulativa.

F(x)=Plx<b] = [*_f(x)dx 3)
flx) = =2 ©)

Momentos estatisticos sao grandezas obtidas
através de célculos com a fungao densidade delglidlade,
estes tém a finalidade de definir as caractersstimssas
distribuicbes. O enésimo momento estatistico de uma
determinada distribuica@(x) é representado pelo simbolo
E[X"]. O valor dessa grandeza é obtido pela aplicacdo da
Equagéo 5, dado queé um namero natural.

E[X"] = [7 x™f(x)dx )

O principal momento estatistico utilizado neste
trabalho é o de primeira ordem, este represenatoo médio
de uma variavel aleatéria. A simbologia deste mdmeén
dada poiE[x] e tem valor determinado pela Equacéo 6.

E[x] = [7 x- f(x)dx (6)

O presente texto utiliza de todos esses conceitos d
ramo de processos estocasticos, com o objetivoaear
propriedades que se apliquem tanto a processo®rabsa
microscopicos € macroscopicos. Entre 0s processos
microscopicos tem-se o0 movimento desordenado de
particulas em um fluido, como citado anteriormeAtém
disso, a aleatoriedade esta presente nas reacieEap e
nos processos de transferéncia de massa e caldth (8m
Grima, 2016). Processos aleatérios macroscépicas sa
comuns na natureza, principalmente ao se trataretho
animal. A busca por alimento entre os animais @€xemplo
classico, criando a relacéo presa-predador.

Devido a caracteristica inteligente ou instintive d
animais, as pesquisas que abordam a busca por eégunso
ou alimento tem adicionado parametros para torsaese
modelos mais proximos da realidade. Entre estésiros
cita-se a capacidade metabdlica, taxa de renovadedo
recurso e o reinicio estocastico (Evans and Majupa@d 1;
Chupeau et al, 2016). A capacidade metabdlica,
representada po§, indica 0 nimero de passos que um
caminhante pode realizar sem morrer por inanicaiero
caminhante pode ser substituido por animal, secepseu
significado.

A taxa de renovacao de recurso representa o tempo
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necessario para o alimento reaparecer na posicauerfoi
consumido, este parametro é designadoRoD reinicio
estocastico é responsavel pelo retorno casualrdmbante

a sua posicdo inicial. Este mecanismo visa induma
espécie de estratégia de busca do caminhanterrda fpue

ele consiga estar sempre na regido em que tem maior
probabilidade de encontrar alimento. Dado que apts
longo tempo de caminhada, este pode se encontrido mu
distante de seu alvo.

A criagdo de estratégias de busca sdo acdes
recorrentes no nosso cotidiano. Na procura por bjet@
perdido € comum que apés um certo tempo de busca se
sucesso, a pessoa retorne a sua posi¢ao inicahieie a
procura a partir desse ponto de uma forma maishdelz.
Além disso, esse ponto inicial geralmente é acaieleue a
pessoa considera possuir maior probabilidade denérae o
objeto, seja por intuicdo ou algum tipo de memoéria.

O presente artigo visa estudar as funcdes densidade
de probabilidade e cumulativas que representem a
probabilidade de encontro entre dois caminhantese E
estudo sera realizado para uma geometria circoéaqual
havera o reinicio dos caminhantes para suas resgect
posicdes iniciais ap6s o encontro. Nas condi¢des

supracitadas, esta é uma situacdo ainda inexplonada
literatura.

2. REVISAO DA LITERATURA

Estudos recentes vém abordando o estudo de
caminhantes aleatérios em diversas circunstanasguais
sdo incluidos novos parametros. Outra alternativa é
variagdo de parametros abordados anteriormente, &
alterar a geometria e o0 nimero de caminhantes rgesse
Esta secdo tem por sua vez a funcdo de apresdmiasa
desses estudos.

Fisher (1984) desenvolveu um dos primeiros
trabalhos a respeito da andlise do encontro dentamies
aleatérios. Este estudo envolveu redes com dimensde
infinitas, nas quais ha o movimento ¢ecaminhantes
aleatérios independentes. Este artigo abordous reate até
trés dimensdes.

Gabel et al. (2012) estudaram a probabilidade de
sobrevivéncia de um cordeiro diante da presengdldées
a sua busca. Este estudo foi realizado para umeanebi
infinito e unidimensional, no qual o cordeiro sdvaaao
alcancar determinado ponto da rede. Esse ponta fico
denominado no trabalho como céu. Resultados awaliti
forma encontrados para o caso com um ledo e indifgbes.

Evans e Majumdar (2011) incluem no seu estudo a
possibilidade do animal retornar para sua posigagal a
qgualgquer momento da sua caminhada. Esta caraicirést
denominada como reinicio estocastico, sendo que ess
processo de retorno tem o objetivo de maximizar a
possibilidade do caminhante encontrar alimento. Os
pesquisadores encontraram a taxa 6timo de reipé&gEum
caminhante a procura de alimento numa rede contnua
unidimensional.

Redner e Bénichou (2014) estudam a dinadmica de
um sistema no qual um homem com difusividddig é

atacado por mosquitos de difusividddle A cada encontro
entre 0 mosquito e 0 homem, este Gltimo individenebe
uma picada. A cada evento dessa natureza a difagigido
homem decai uma certa quantidade fixa, enquanto a
difusividade do mosquito permanece inalterada. AqEses
eventos, o0 homem e 0 mosquito sdo separados pmalt
distanciaa. O homem morre apds sua difusividade ser
anulada. Este trabalho encontrou as fung¢des delesida
probabilidade que regem o movimento do individacado.

Chupeau et al. (2016) adotaram no seu estudo

parametros como capacidade metabdlica e taxa deaefo

de recurso. O sistema estudado aborda um caminhante
aleatdrio, que pode ser visto como um coelho, @st@nha
numa rede unidimensional e discreta coberta paealio. O
caminhante d& passos de tamanhos unitarios emdhiside
tempo fixos. Ao se alimentar do recurso o animal sua
necessidade metabdlica satisfeita. Este artigazoeala
divisdo do sistema em trés regimes, de forma que o
caminhante pode ser mortal independente da taxa de
renovacdo de recurso, mortal dependendo da taxa de
renovacado ou imortal. Estes trés regimes séo fendgéeaxa
metabolica e da renovagédo do alimento.

Falcdo e Evans (2016) abordam as probabilidades
de encontro entre duas particulas com movimenttéle
numa rede unidimensional, de forma que ha o reindara
uma posicao fixa apds o encontro. As particulagsofima
espécie ddrift, que pode ser analisada como uma forca de
atracdo desses corpos.

Smith e Grima (2016) estudam a reacdo quimica
reversivel entre dois compost#e B que geram um produto
C. As particulas de reagente se difundem por umanteatia
aleatéria num meio unidimensional. Ao se encontnare
processo reacional acontece e estas particulagmse Essa
ligacdo permanece por um intervalo de tempo defjnid
porém apos esse intervalo, essa moléCida decompde nos
reagente#\ e B. Nesse momento que 0 processo se reinicia.
Este artigo encontrou as funcdes densidade de lpholaae
que descrevem o movimento desses corpos.

Belan S. (2018) descreve a etapa de reinicio com
uma aproximacao dos voos de Levy. Os voos de Lagy s
representantes de passos que atingem distancias dai
média percorrida pelos passos usuais que ocorrem nu
sistema. Esses eventos séo consideravelmentegueiogdo
se analisa o numero total de passos, mas ndo psdem
negligenciados (Marques e Chaui-Berlink, 2014). sBes
forma, o reinicio é visto como uma etapa andmala qu
acontece de tempos em tempos num sistema.

Em relacdo a geometria circular, a literatura apries
resultados para caminhadas sem reinicio ou qualquer
probabilidade do caminhante finalizar sua buscdadta de
recurso. A solucdo amplamente conhecida é a digtéb de
Jacobi Theta, que nesse caso representa a prdadbkildo
caminhante estar em determinada posi¢do em cestenie
de tempo (Widder, 1975). As fun¢Bes de Jacobi Théta
uma importante classe de fun¢des, que surgem okucés
de problemas de transferéncia de calor e massandierate
simétrico.
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Esta secdo apresenta os resultados obtidos darante
execucdo desse estudo e as respectivas discussoes.
Primeiramente esta se¢do apresenta uma analisetdisio
sistema a ser abordado, de forma a explicar e eaaca
dindmica envolvida. Devido & dificuldade de encantma
solucdo que obedeca as equacbes geradas, realzasse
equacionamento na forma continua. Para esse
equacionamento sdo encontradas solugBes por duas
metodologias, tanto por separagéo de variaveisitquezlo
método de imagem. Pelo primeiro método sdo obtidas
algumas propriedades que caracterizam o sisterira, edas
tem-se o tempo de vida médio do caminhante e aéung
distribuicdo cumulativa para a sobrevivéncia.

O método de imagem se mostrou uma metodologia
fundamental para resolucdo do problema com a i&clds
reinicio, devido a maior eficiéncia na inversdo da
transformada de Laplace associada. Um estado @séaici
€ encontrado para o processo, de modo que este é
representado por uma equacao e na forma grafiszcao
finaliza com a andlise do processo para um camtahan
mortal. Numericamente obtém-se um gréfico que i@haco
nimero de passos dados por um caminhante antesrder m
e sua respectiva taxa metabdlica. Uma curva dess§o
exponencial com seus devidos pardmetros é obtrdaepaes
dados, finalizando o estudo proposto.

3.1 Andlise discreta

A descricdo da dindmica do modelo no formato
discreto auxilia no entendimento do problema, goruna
abordagem mais intuitiva. O ambiente da caminhadauam
anel comL sitios, sendo estes os locais possiveis para o
posicionamento dos caminhantes. No interior desta
geometria existem 2 caminhantes aleatorios, estesae
inicialmente distantesy, sitios entre si. Esta Ultima grandeza
deve ser um ndmero par. E além disso, o nimerb deta
sitios deve ser mltiplo de 4, dessa maneira osntamtes
podem ocupar 0 mesmo sitio concomitantemente durant
suas trajetdrias. Para fins didaticos, um destestes sera
representado por um ledo e o outro sujeito por onmtegro.
Estes dois caminhantes se movimentam numa traetori
randdmica até se encontrarem, por analogia, o &0
alimenta do cordeiro nesse caso. A figura 1 reptase
configuracdo do sistema.

L-5 g
A0
11

12

Figura 1 — Representacéo esquematica do ambiente
abordado no problema.

A metodologia aplicada para o equacionamento do
sistema envolve analisar a variagdo da distancianmmai
entre os caminhantes com o passar do tempo. Dadesga
distancia seja d& sitios num dado instante de tentpa
evolucao desse sistema possui a seguinte dinamiespaco
discreto.

1 1
C(x,t)=ZC(x—2,t—1)+EC(x,t—1)+

L
ZC(x+2,t—1),\7’x¢0Vx¢2Vx¢§ (7

Na Equacdo 7C(x,t) representa a probabilidade das
distancias entre os caminhantes seno tempot. Ja a
Equagédo 8, se refere ao movimento um Unico camiahan
Nesta expressa®(x,t) € a probabilidade do caminhante estar
na posi¢dx no tempat. A Equacao 9 é a representacéo da
Equacéo 8 em fungéo do tempo t-2.

P(x,t)=%P(x—1,t—1)+%P(x+1,t—1) (8)
1 1

P(x,t) = ZP(x -2,t=2) +§P(x,t -2)+

lP(x+2,t—2) 9

A comparacdo entre as Equacfes 7 e 9, levam a
constatacdo de que o processo ocorre de maneleaatze
paraC(x,t). De forma que o movimento equivalenteR{e,t)
necessita d@ instantes de tempo para acontecer, em contra
partida, para C(x,t) necessita de apends Este efeito
acontece devido a contribuicdo do movimento dos doi
caminhantes na Equac@penquanto na Equac&cenvolve
apenas um.

Devido a caracteristica finita do sistema e a sua
. . . . , L ..
simetria, os caminhantes podem ficar no maxmgtsﬂaos

de distancia. Em funcado disso, a dindmica nesséo Em
comporta de uma maneira diferente:

C(%,t)=%C L (10)

(omt)sde(bne-1)
2’ 2 \2 7

O ponto de encontro entre 0s caminhantes possui uma
caracteristica geralmente denominada na literatorao
absorvente (Redner, 2001). Essa nhomenclatura tem co
objetivo caracterizar esse ponto como um sumidouro.
Exemplos classicos para representar essa cartictes®o o
de membranas absorvedoras de soluto ou superficies
reativas. Nesses exemplos o composto € absorvido ou
consumido no momento do contato fisico. Este cempeaira
0 sistema estudado é entendido como a morte deicwi@b
se encontrar com o ledo. As Equacdes 11 e 12 espiegs 0
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comportamento do sistema préximo ao sumidouro.

c0,t) =C(2,t—1) (11)

C(2,t) =%C(2,t— 1) +%C(4,t— 1) (12)

Em geral, problemas com abordagem discreta sédo
resolvidos pelo método de fungéo geratriz (PTASZKNS
2018). Porém, este processo € bem-sucedido apemnas p
casos de caminhadas mais simples, nas quais n@orha
exemplo a ideia de reinicio. Essa limitagdo ocorre
principalmente em funcdo da dificuldade na etapa de
inversdo das equacdes geradas (Wilf, 1992). Dewidese
fato, optou-se por trabalhar com o problema numa
abordagem continua, como serd realizado na préxima
subsecao.

3.2 Andlise do sistema continuo sem reinicio

Nesta subsecdo o problema sistematizado
anteriormente da maneira discreta, passa a sedatmna
sua forma continua, através de uma equacdo difatenc
parcial (EDP). Para obtencdo de uma solucdo Us#&a,
utilizadas duas condicbes de contorno e uma comdica
inicial. S8o necessarias duas condicbes de contenmo
funcdo da derivada espacial na EDP ser de seguddmo

O sistema de equacdes é solucionado pela aplicagao
de dois métodos conhecidos na literatura: separdedo
variaveis (Boyce e Diprima, 2010) e método de image
(Redner, 2001).

Separacao de variaveis: O problema abordado trata-
se de apenas um ledo e um cordeiro difundindo mb an
continuo, no qual o ledo possui difusividdiee o cordeiro
difusividadeD.. Como se tratam de caminhantes aleatérios,
a caminhada destes obedece a equacdo de difusdo, fa
bastante conhecido na literatura (Sokolov e Kra2e605).
Como abordado anteriormente, a variacdo da distanci
minima dos caminhantes se comporta como a varidgédo
posicado dos caminhantes, porém de forma acelebedsa
forma, a fungadC(x,t) obedece a Equacdo 13, na gDaé
igual a soma das difusividades dos dois caminhaoteso
constatado pela analise das Equacgbes 7 e 9.

aC(x,t) b 92C(x,t)
at dx?

(13)

Este problema envolve duas condi¢c6es de contorno,
sendo uma absorvente e a outra refletora. A coodica
refletora se deve ao fato dos caminhantes nao @aodiécar

PN ) . L H
a uma distancia superlorEaDessa forma, essa fronteira se

comporta como uma barreira, a qual os caminharéies n
podem transpor. Analogamente a um processo de
transferéncia de massa num tubo, essa fronteiia gamno

um tampdo, que impede a passagem do soluto. Estas
condicdes estdo expressas nas Equacdes 14 e 15:

€(0,t)=0 (14)
L
oc(3.1)
S——=0 (15)

Estas equac¢Bes sdo conhecidas na literatura como
condicdes de Dirichlet e Neumann (Boyce e Diprid,0),
respectivamente. Outra denominacéo usual é a dbg@s
de primeira e segunda espécie. Como condicao litéria
se que a distancia entre os caminhantesw,d®mo se trata
de uma condicdo pontual, esta é representada yetad
Delta de Dirac (Lutzer, 2007):

L
C(x,0) =8(x—mp),0<mp < (16)

A solucéo deste problema ja é classica na litexatu
ela esté presente nos textos de Smith e Grima Y20B6yce
e Diprima (2010). A resolucéo pelo método de sejdarae
variaveis resulta na Equacgéo 17:

(2n-1)2m2Dt
CLom ) a2

Clx,t) =20y %Sen ((Zn—i)nmo) sen ((Zn—Ll)nx) . >

a7

Com posse da funca€(x,t), torna-se possivel
descobrir algumas caracteristica do modelo equad@mn
Uma delas é a probabilidadé(t), do ledo se alimentar até o
tempot, que € dada pela Equacado 18. Essa expressaadé obti
pela excluséo de todas as trajetérias que ainda pstsentes
no anel, ou seja, que ainda nado atingiram a fnantei
absorvente. Uma analogia seria 0 processo de ¢rénsfa
de calor numa barra metalica, que possui com umaabo
com a temperatura fixa @K. Essa borda se comporta como
um sumidouro de energia, devido ao fato de posauir
temperatura minima possivel na natureza e ao fato d
transferéncia de calor ser movida pela diferenca de
temperatura. Para quantificar a quantidade de engug foi
absorvida, bastaria realizar a integracdo da cdadei
calorifica do metal multiplicada pela temperatuna eada
ponto. E posteriormente subtrair da quantidadeainide
energia presente na barra.

3
M(t) = 1—[ C(x, t)dx

) _(2n-1)2n2Dt

((Zn—l)nmo e 1z (18)

=1-2n @n-Dn L

Uma propriedade da func@id(t) € que ela tende a
1 quando o tempo tende ao infinito, se comportasaino
uma distribuicdo cumulativa. Dessa forma, os dois
caminhantes tendem sempre a se  encontrar,
independentemente do tamanho do anel. A circundexré&o
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anel influéncia apenas no tempo em que O encordro i
acontecer, como mostra a Equacao 18. Como a pliialaale

do ledo se alimentar e do cordeiro sobreviver s@émplos
excludentes. A probabilidade de sobrevivéncia ddeaioo,
denotada po8(t), pode ser calculada como o complementar
deM(t), sendo representada pela Equacgédo 19.

S@) =1-M(1)

C 4 (2n — Dmm,\ _@n-D?n?Dt
=) D) sen () e o
n=1( n /[

(19)

A partir da Equacao 19 nota-se que a probabilidade
de sobrevivéncia do cordeiro decresce exponenaiéme
com o tempo. Outra caracteristica que pode seuledli é o
tempo médio de sobrevivéncia do cordeiro. Estdidmbpela
definicdo de primeiro momento estatistico, estandgaa
sera representada par> . Porém, o calculo do tempo médio
deve ser realizado a partir da funcdo densidade de
probabilidade, representada (). A funcéof(t) deve ser
obtida a partir da derivacdo da funcdo distribuicdo
cumulativaM(t), como apresenta a Equacao 4. Dessa forma:

f@) =M@
_ Z 4(2n L—z 1)nD wen ((Zn —Ll)nm0> e_(Zn—lL)2 72Dt 20)

Com posse dfft), o tempo médio é encontrado pela
aplicacdo da Equacéo 6.

<t>= jmtf(t)dt

_ i 412 <(2n - Dmm,
B 2n —1)3m3D sen L )
. 2n=1)
n=

(21)

Considerando que o0 ledo possui uma taxa
metabolicaty, de modo que, se o predador ficar sem se
alimentar por um tempo superior a este, ele marrara
probabilidade do ledo morrer serd dada $@), de forma
que:

(2n-1)Ttmy
L

L2 (22)

) _(Zn—l)zn'thM

0 4
S(tM) = ZTI.:l (2n-Dm sen (

Todas essas caracteristicas sado utilizadas para
melhorar o entendimento do sistema estudado. Parém
estudo com a aplicacdo do reinicio por esta mebdginlse
apresentou inviavel, devido a dificuldade na in@erslas
transformadas de Laplace obtidas. Dessa maneira, 0
problema também foi solucionado por uma outra
metodologia, denominada método de imagem, a qual
apresentou melhores caracteristica analiticasgyarecar no
estudo.

Método de imagem: O método trata-se de uma
metodologia de resolucdo de equacdes diferencaisais,
geralmente utilizada no estudo de caminhantes Gaiest
(Redner, 2001; Gabel et al., 2012). Porém podearada
para outras abordagens que envolvam equacdes reisnila
como na transferéncia de massa e calor. O prinpeisSo
consiste na resolucdo da equacao de difusdo enistema
infinito, assim depois se adiciona as condi¢desaitorno
com a utilizagdo de gaussianas e antigaussianabigis
(Redner, 2001).

Para a resolucdo de um problema de difusdo num
meio infinito se faz necessario apenas a condig#uel,
devido a auséncia de fronteiras. Dessa forma, u&olé
dada pela funca€o(x,t), que deve obedecer as seguintes
Equacoes:

0G0 ) _ [ 0°Co(,1)

Jat 0x? (23)

Co(x,0) =6(x —my) (24)

Este problema ja possui solucdo conhecida na
literatura (Redner, 2001), esta é obtida atravéasptiaacdo
da transformada de Fourier e de Laplace, sendeseptada
pela Equacéo 25:

_(x—mg)?

e 4Dt
va4nDt

Co(x,0) =

(25)

Este resultado néo representa a solugéo do prablem
desejado, sendo necessario utilizar o método dgemaara
formar as barreiras refletoras e absorventes. Beaea
barreiras absorventes se utiliza antigaussianasesma
distancia do ponto zero, para criar barreiras t@tes se
utiliza gaussianas positivas simétricas a outreemitiade.

A Equacédo 26 apresenta a solucao para um casoybarti

no qual a distanciay é igual a% e o comprimento total do
anel é de 2L.

C0ot) = = Zw( e~
x,t) = —1)"e t
4”Dtn:_oo
n=
_—(x+(4n+1)L)?
+ Z (D™ e 4Dt (26)
n=—oo

As figuras 2 e 3 apresentam como é a disposi¢gio da
gaussianas e antigaussianas nessa solucéo.
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Figura 2 — Alternancia das gaussianas e antigaussias,
representadas por sinais positivos e negativos.

Figura 3 — Alterndncia das gaussianas e antigaussias.

Com posse da solugdo do caso sem reinicio, torna-
se possivel encontrar a equagado para 0 sistemaeticio.
A metodologia aplicada esta presente na seguibteséo.

3.3 Analise do sistema continuo com reinicio

O sistema abordado nessa secdo possui
caracteristicas similares ao anterior, como a deledn
imortal e movimento dos dois caminhantes num &wekem,
neste caso inclui-se o retorno do ledo e do cargeira suas
posicdes iniciais imediatamente apos o encontrgaEs
posicao inicial pode ser vista como uma espécitoc, a
qual é imediatamente abandonado apos a etapaodeaet

A equacdo que se deseja encontrar nesse caso,
também é aquela que descreve a probabilidade tincis
entre o ledo e o cordeiro serxiao tempa, denotada aqui
por Ci(x,t). Essa funcdo obedece a mesma equacao
diferencial de um processo de transferéncia deardessim
soluto que foi gotejado num ponto de um tubo. Deéoque
todo o soluto que é absorvido por uma membranaoraab
do tubo, é deslocado para a posigao inicial em fque
gotejado. Sendo este um tubo fechado na outraneixiiaee.

A equacéo diferencial parcial que governa essenieno é
dada pela seguinte expressao.

9, (x, 1) b 92C, (x,t)
at dx?

+ h(O)8(x — mp) 27)

A diferenca entre as Equacgfes 23 e 27 € a ad&éo d
termo, este é o responsavel pelo comportamenteigieio.
Este termo é o resultado da multiplicacdo do flue

extremidade absorvente, representadohftyr e a funcao
Delta de Dirac na posicao inicial da difusdo. Adéo Delta

de Dirac garante que todo o fluxo sera destinada pa
posicao inicial. A funcadi(t) pode ser representada pela
derivada primeira em relacdo a posicdo da furi@@et) na
posicao0, exatamente por ser representativa do fluxo nessa
regido.

9C,(x,t)

h®) =—5;

x=0 (28)

As duas condic¢des de contorno e a condigéo inicial
desse processo sdo as mesmas do evento sem reinicio
variando somente a EDP envolvida.

C,(0,t) =0 (29)
L

0C (3.1)

C(x,0) =6(x—my) (3D

A partir da solucdo homogénea obtida pelo método
de imagem, Equacdo 26, €& possivel olefx,t) pela
aplicacdo da Equacdo 32 (Falcdo e Evans, 2016 Est
equacdo tem o objetivo de adicionar a contribudg@fiuxo,

a cada instante de temposobre a funcéo de distribuicdo
homogénea.

Ci(x,t) =C(x,t) + ftC(x, t —tHh(tHdt' (32)

Na equacéo 32, o primeiro termo do lado esquerdo
representa a contribuicdo das trajetorias que n&eram
reinicio. Enquanto o segundo termo representa a
contribuicdo das trajetdrias que sofreram a Ultiemdvacao
no tempad’.

Com o intuito de encontrar a funcab(t)
apresentada pela Equacado 28, aplica-se a transfaroha
Laplace na Equacado 27. Além da derivacao em relagio
algebrismos e a expressdo para convergéncia des séri
geométricas. Assim encontra-se que:

peoy —_DG(09)
&) =1=Dc.0,9

oo 51)

= (33)

3L |s L |s
2senh (TJ%) cosh <§J;L>




JCEC - ISSN 2527-1075.

A expressao para convergéncia de séries
geomeétricas utilizada é dada pela expressdo 34v¢8te
2017). Na quals,, representa a soma doprimeiros termos,

a, € o primeiro termo eé denominado como razéo da série.

lim s, = 11m (a0 +aor +agr? + -+ ayr’) =

n—oo
QAo
1-

Dl <1 (34)

Para a inversédo da equacéo 33 e encontrar a funcdo
h(t), utiliza-se do teorema de convolucéo (Boyce eibigy
2010). Este teorema é enunciado na Equacgédo seguinte

LTYF(s) - G(s)] = fof(f)g(t—f)df (35)

Esta € uma equacdo que possibilita a inversao do
produto da transformada de duas func¢des conhe€idas.o
auxilio de uma tabela de transformadas integraidé(i,
1954) e separando o lado direito da Equac¢éo 33 was d
parcelas, encontra-se os resultados aplicaveis s es
problema.

_, [cosh(xvs) 10 x |imt
[senh(lﬁ)] ~15:% @) (36)
L [esch(lyp)] = ———94 (5 lfzt) x=0 (37)

As EquacBes 36 e 37 envolvem a funcéo de Jacobi
Theta do tipo 4, representada gQr A definicdo dessa
funcao é dada pela Equagéo 38.

—in(v+l+n)

T‘ (38)

1, 2 -
v+—+n) g

0,(v]7) = (—ir)Z [Z e_m(+

A aplicacdo da definicho de Jacobi Theta nas
Equacdes 36 e 37, levas as seguintes expressoes.

—12

Y (Erden)et
202 )e

(F+dem)

» [COSh(X\/E)]_ l
senh(IWs)|

! X L e k)
\/_t 2 (21 += +n) (3rtz+) (39)
> 1\ =127 1\?
LY[esch(L/p)] = z n+=)et(™3) (40)
wl=—3) (1+3)

Pela substituicdo dos pardmetros da Equacao 33 nas
Equacdes 39 e 40, encontra-se que:

had —912/ 5\2
IR
senh<3L\/E> 2vnDt2 n=o
2D
had —912/  5\2
+ 3L 32 (n_g) 64“/5( _E) (41)
2VﬂDt§n=1
L [s I ~ —Lz( 1)2
LY |esch(= |=])| = 3Z<n+ )e4Dt (42)
2ND VrDt2 n=o

Através da aplicacdo dos resultados das Equacdes
41 e 42 no teorema da convolucao, Equacao 35. Eaesa
que a funcah(t) é representada pela expresséo seguinte.

312 = (]
= 4D(t-T1) 2
h(®) zm)fo 3 32}(’” )e

2

T2(t —1)2
(i( 5) it +§<n__)e:fﬁ Sf)dwm

Na busca por um estado estacionario do sistema,
deseja-se definir o momento em que o valor da fuh¢g
sera fixo com o passar do tempo. Nesse caso, 0 fiax
superficie absorvente serd constante e igual docde®

para a posigéé). Devido a esse fato, adota-se que a partir de

um determinado tempe esse estado estacionario sera
atingido. Nesse instante de tempo, a furtg@opode deixar

o integrando da Equacdo 26, como apresenta a Emuaca
seguinte.

Ci(x,t) =C(x,t) + h(e) ftC(x,t —thdt', t>e (44)

Quanto menor o tamanho do anel e maior for a
difusividade dos animais, mais rapido sera o terdpo
estabilizacdo. Dessa forma, considera-se o casguenaste
tempo seja muito pequeno, de modo quee-0.
Consequentemente, a Equacao 44 passa a ser esamita
uso de limites.

t
C.(x0t) = C(x, t) + Qii% h(e)) <£i£r(1) f Clx,t — t’)dt’> (45)
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A partir da utilizacdo da Equacédo 17, encontra-se 0
valor da integracao realizada no lado esquerdoqie¢zo
45, Para este calculo foi realizada uma adaptag@oque o
reinicio ocorresse para a metade da distancia naaxim
possivel entre os caminhantes. Diferentemente tdacsio
em que ela foi obtida, na qual o reinicio ocorraapa
distancia maxima permitida. O resultado da inte@paé
dado pela Equacéo 46.

f C(x, t—thHdt
0

_ i 4L 2n-1Dm (2n — Dnx 46)
~ L G- 1D sen 4 sen L

A definicdo do valor estacionario para a funhépé
realizada pela expanséo da funbds) em séries de poténcias.
E logo em seguida utiliza-se o teorema do valal f{Boyce e
Diprima, 2010).

hs) = 2D 1 37L% N 83L*s? -
$) = 3125 T 18~ 1080D ' 9072D? (47)
lim A(E) = lims - h(s) = —2 48
lim h(t) = lims - h(s) = 277 (48)

Este resultado foi obtido para um sistema de
tamanho 2L, como enunciado antes de aplicar o roéled
imagem. Ao realizar a modificagdo para um sisterea d
tamanhc%, caso solucionado pelo método de separacao de

variaveis, tem-se que:

32D
lim h(t) = —

t—oo 3L2 (49)

Com posse das Equacdes 46 e 49, encontra-se a
expressdo par&i(x), que equivale aCi(x,t) no estado
estacionario.

Ci(x) = gl_)rg h(t) fcoC(x, u)du

-3 o (e (20

Através da comparacao entre as Equacgdes 45 e 50,
verifica-se a auséncia da contribuicdo do te@{r,t) no
membro central da Equacgéo 50. Esse fato se develéricia
de ndo existirem trajetorias que néo sofreramai@iguando
o tempo tende ao infinito. Matematicamente, edte ffade
ser representa pela seguinte expressao.

tlim Clx,t) =0 (E19)

Com posse da Equacdo 50, nota-se que o estado
estacionario independe da constante de difusda eoande
se esperar. Dessa maneira, essa variavel influapeizas em
quao rapido o sistema chega a esse estado debaquift
representacdo do estado estacionario é apresentada
graficamente pela figura 4.
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Figura 4 —Funcédo densidade de probabilidade
representativa do estado estacionario do sistema.

Com esta informacado finaliza-se o estudo do
caminhante imortal, restando uma analise numérca p
caso mortal. Optou-se pela analise numérica deaddfato
da dificuldade de trabalhar com esse novo paramasro
forma analitica.

3.4 Analise do sistema para o caminhante mortal

Esta subsecéo realiza um estudo numérico sobre um
caminhante mortal a procura de alimento com a mgsma
caracteristicas da subsecdo anterior. De modo que a
caminhada se inicia na metade da distdncia maxima
permitida e ha o processo de reinicio para essejmoap0ds
0 encontro da presa e do predador. Dessa formense-
se um grafico que apresenta 0 niumero médio de $asso
executados por um caminhante antes de morrer ngsero
médio foi obtido através da quantificacddl@@caminhadas
sob as mesmas condi¢des. Este nimero médio despasse
trata-se de uma fungéo da taxa metab@ipeeestabelecida.

De forma que o predador ndo pode realizar maisugdsq
passos sem se alimentar.

A Figura 5 é uma representacédo para um anel com
um total de 40 sitios e com os caminhantes a ustantia
inicial de 10 sitios.
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Figura 5 —NUmero de passos de um caminhante em

funcao da sua taxa metabdlica.

Com base na Figura 5, pode-se notar um
crescimento abrupto do nimero de passos do camiihan
com o aumento da sua taxa metabdlica. Dessa fqroaie;-
se concluir que um pequeno aumento na capacidade
metabdlica leva a um grande aumento na capacidade d
sobreviver. ApoOs a realizacdo de ajustes paraifbamta
melhor equacdo que representa essa curva, obtege-se
melhor resultado com a funcdo exponencial. Estacéel
apresentou um coeficiente de correlaca®) {§ual a 0.975,

os parametros 6timos que levam a este ajuste estdo

representados na Equacdo 52. Nesta equacdo, sevgria
representa o niumero médio de passos do caminhérgaa
morte eStrata de sua capacidade metabdlica.

y = 180.8492 - %0061 (52)

4. CONCLUSOES

Este artigo apresentou resultados analiticos e
numeéricos até entdo inéditos para a area de pomess
estocasticos. Dessa maneira, contribuiu para queofi
pesquisadores de sistemas similares tenham condr@oim
de como abordar esses problemas. Este trabalhatemeo
algumas caracteristicas do sistema estudado, elagéem-
se a indiferenca do estado de equilibrio quantelecidade
dos caminhantes. Esta caracteristica pode seriagaoc
diretamente com o equilibrio de reac¢des quimicasodna
que o estado de equilibrio é influenciado apendaspe
condi¢8es termodinamicas e nao pela cinética ddoce&ste
estudo ndo finalizou todas abordagens possiveisesles
sistemas, sendo ainda possivel o desenvolvimerdstddos
para abordar configuracbes com diversos caminhanies
fontes de alimento. Dessa forma, este artigo satde uma
porta de entrada para novos avangos na area.
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